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VÆ den analytiske Taltheori, i Modsætning til den elementære 
Taltheori, forstaas den Gren af Taltheorien, der, selv om Maalet 
slagisker-attsøser de Eover"der "gælder for de hele Tall"dog” forat 
naa dette Maal forlader de hele Tals Omraade og for at kunne be- 
nytte Analysens mangfoldige Hjælpemidler indfører og opererer med 
Begreber som en kontinuert Variabel, uendelige Rækker, analytiske 
Funktioner og lignende. 

" Medens de første Spor til en analytisk Taltheori allerede findes 
hos Æwler, maa dog Prørichlet gennem sine berømte Undersøgelser 
saavel over den arithmetiske Progression som over Klasseantallet af 
binære kvadratiske Former med given Determinant betragtes som 
den egentlige Skaber af denne Gren af Mathematiken. 

Et af de vigtigste Hjælpemidler ved de Drørichlet ske, ligesom ogsaa 
ved senere Tiders, analytisk-taltheoretiske Undersøgelser danner de 
oe » hvilke Rækker efter Dedekind's 


mendelise Rækker'af Formen. /(s)= % 


Forslag nu overalt benævnes som Møzrichlet ske Rækker. 

Studiet af de Przrichlet' ske Rækker frembyder imidlertid, bortset fra 
- de taltheoretiske Anvendelser, ogsaa betydelig Interesse i rent funktions- 
ihgoretiskiiklenseende idet "denne -Rækketype… besidder fileretejen- 
dommelige Egenskaber, hvilke Egenskaber for en væsentlig Del staar i 
Sammenhæng med, at en Prørichletsk Række — i Modsætning til 
f. Eks. Potensrækken — besidder et todimensionalt Omraade af den 
komplekse Plan, indenfor hvilket Rækken er samtidig betinget .og 
ligelig konvergent. 

Den hidtidige Theori for de Prørichlet'ske Rækker, hvilken Theori 
udelukkende behandler Rækkerne i deres Konvergensomraader, savner 
. imidlertid i flere Henseender Præget af en afsluttet Helhed; saaledes 
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kan man f. Eks. ikke — i Modsætning + til. hvad der ”er File leek 
ved Potensrækkerne — ud fra den Omstændighed, at to Prørichlet'ske 
Rækker er konvergente indenfor et vist Omraade G, slutte, at ogsaa 
den Prørichlet ske Række, der dannes som det formelle Produkt af de 
to oprindelig givne Rækker, atter er konvergent indenfor Omraadet G; 
Produktrækken bliver i nogle. Tilfælde konvergent, i andre derimod 
ikke; endvidere kan nævnes, at den Linie, der afgrænser Konvergens- 
omraadet for en Drørichletsk Række, atter i Modsætning til hvad der 
er Tilfældet ved en Potensrække, ikke synes at være en saadan Linie, 
der staar i simpel Sammenhæng med analytiske Egenskaber ved den 
ved Rækken fremstillede Funktion. 

I denne Afhandling skal vises, hvorledes man ved at benytte et 
af Cesåro indført Summabilitetsbegreb, der danner en Udvidelse af 
det sædvanlige Konvergensbegreb, kan udvide Theorien for de 
Dirichlet ske Rækker i væsentlig Grad, og saaledes at Theorien i sin 
udvidede Skikkelse i flere Henseender fremtræder som en mere af- 
sluttet Helhed. 

Det første Grundlag til en Summabilitetstheori for Pzrichlet'ske 
Rækker et givet: af Forfatteren i en Note: Syria seriel detiDiree es 
(Comptes rendus de I'Académie des Sciences, Paris, Bd. 148, 11. Januar 
1909), hvori er meddelt Eksistensen af et todimensionalt Omraade af 
den komplekse Plan, indenfor hvilket en Brørichletsk Række" er 
summabel uden samtidig at være konvergent. 

Som berørt i denne Note og som nærmere omtalt i en Afhandling: 
Uber die Summabilitåt Dirichlet scher Reihen (Nachrichten der Kgl. 
Gesellsch. d. Wissensch. zu Gåttingen, math. phys. Kl., 19069, Side 
247—262), kan en tilsvarende Summabilitetstheori ogsaa opstilles for 

VE B NR 
(s + 1): -- - (s + 2) 
.(S — i): re : (S — 7) 
72! 
hovedet staar de PDøirichlet'ske Rækker nær. 


de saakaldte Fakultetrækker z- og Binomialkoeffi- 


' (På : ; 
cientrækker 2% » hvilke sidstnævnte Rækker over- 


Det er endvidere i den ovenfor omtalte Note kort berørt, hvor- 
ledes en Summabilitetstheori paa tilsvarende Maade ogsaa kan opstilles 
for de saakaldte Przrichlet ske Rækker i udvidet Forstand, d. v. s. 
Rækker af Formen (SN 2 ar 3 ASER Ry EN ESE H Io EE ESERER 

00 
samt for de bestemte Integraler af Typen IE (rer ed 


(8) 
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I den foreliggende Afhandling har jeg imidlertid indskrænket mig 
til kun at behandle de egentlige Pørichlet'ske Rækker 2%, saavel 


for at kunne give Summabilitetstheorien i en mere fuldstændig Form, 
som ogsaa for at kunne gøre Fremstillingen saa simpel og let over- 
skuelig som mulig. 

Afhandlingen er inddelt i to Afsnit, 

I det første af disse Afsnit er givet en Fremstilling af de Dørichlet'ske 
Rækkers Konvergenstheori, saaledes som den efterhaanden har formet 
sig gennem forskellige Forskeres Undersøgelser: Hensigten med denne 
Fremstilling har ikke været den at give en fuldstændig Oversigt over 
Rækkernes Konvergenstheori, men derimod kun at fremdrage de 
væsentlige Sider ved denne, og da navnlig saadanne, der har naturlige 
Berøringspunkter med Rækkernes Summabilitetstheori; Afsnittet af- 
sluttes med en Undersøgelse af Forfatteren over de Prrichlet'ske 
Rækkers saakaldte Konvergensproblem. 

Andet Afsnit omhandler Rækkernes Summabilitetstheori. I en 
Indledning til sidstnævnte Afsnit vil der blive givet en udførlig Over- 
sigt over de deri. meddelte Resultater. 


Idet jeg afslutter dette Arbejde, vil jeg bede mine Lærere ved 
Universitetet, Hr. Professor Zeuthen og Hr. Professor W/ze/sen, modtage 
min bedste Tak for den værdifulde Vejledning, de under mit Studium 
har ladet mig blive til Del, samt for den velvillige Interesse, de stedse 
har vist mig. Hr. Assistent ved astronomisk Observatorium W. E. 
Nørlund beder jeg modtage min Tak for værdifuld Hjælp ved 
Korrekturlæsning. 


København, December 1909. 


Harald Bohr. 


FØRSTE AFSNIT 


DE DIRICHLET'SKE RÆKKERS KONVERGENSTHEORI 


Ved en Dirichlet'sk Række forstaas en uendelig Række af Formen 


”— 00 


7 FO ERERESE 
om fr 1... 
15) I 2 3 


n=I 


Størrelserne oboer 2 ækkens” Koefficienter). kunne”, være 
hvilkesomhelst reelle eller komplekse Tal, og mx betegner eos 1, hvor 
log x fremstiller den reelle Logarithme af det hele positive Tal x, medens 
s= 0 + zz angiver den komplekse uafhængige Variable. 


For den absolute Konvergens af en Drørichle? sk Række gælder 
følgende Sætning"): 


dn 


Sætning I: Ar XX 7 absolut konvergent for s=5=0 +76 (d.v.s. 


a 
nm 
Bf == OH Af hvilken 0.0). 


da ' 
Er ES konvergent), da er = — absolut konvergent for enhver Væidi 
V/ÆR Ss 


Bevis: borso = Oster 


dn 
112 


dn 
7120 


er konvergent, følger Konvergensen af % 


hvoraf, idet 3) 


For en given PDrrichletsk Række er, som det umiddelbart frem- 
gaar af Sætning I, kun et af følgende 3 Tilfælde muligt: 

1. Rækken er absolut konvergent for alle Værdier af s. 

2. Rækken er ikke absolut konvergent for nogen Værdi af s. 


1) W. Scheibner: Uber unendliche Reihen und deren Convergenz, Leipzig 1860. Side 


24—25. 
I 


2 


3. Der findes en ret Linie oc — / vinkelret paa den reelle Akse, saa- 
dn 
nm 
Linie (d. v. s. for 0 > /), medens Rækken ikke er absolut konvergent 
i Halvplanen tilvenstre derfor (d. v. s. for 0 << /). 

Størrelsen 2 benævnes Rækkens absolute Konvergensabscisse og 
Linien 0 = / Rækkens absolute Konvergensgrænse"W). 


ledes at % er absolut konvergent i Halvplanen tilhøjre for denne 


. . dn 
Af Sætning I følger endvidere, at øren enten er absolut konver- 


gent i alle. 'eller isintet'Punktkalfselvel Grænselinien "GA 


Medens Besvarelsen af Spørgsmaalet om Arten af det Omraade, 
indenfor hvilket en Prrichletsk Række er absolut konvergent, som 
det fremgaar af det ovenstaaende, saa at sige umiddelbart frembyder 
sig af sig selv, forholder det sig væsentlig anderledes med Be- 
svarelsen af det analoge Spørgsmaal vedrørende Omraadet for Kon- 
vergens overhovedet (absolut eller betinget). Dette sidste Spørgsmaal 
er løst af Fensen?”), der i 1884 beviste den fundamentale Sætning, at 
ogsaa Konvergensomraadet for den Dzrichlet'ske Række er en Halv- 
plan. begrænset af ”en"paaden reelle Akse vinkelret "Cinco 
hvilken Linie da naturligvis maa ligge tilvenstre for eller specielt falde 
sammen med den absolute Konvergensgrænse 6 — /. 


Beviset for den $ensen'ske Sætning bygger paa følgende af Dede- 
kind?) fundne Hjælpesætning: 


nm =—= 00 
Hjælpesætning Ia: Ær Zu, konvergent eller oscillerende mellem 
n1= I 
MEN 
endelige Grænser (d.v.s. er SF WE tor alle w numerisk amin 
11=1 k 


end en Konstant K), samt opfylder Talfølgen 4 4% ....d%.... følgende 
to Betingelser: 


7") For i det følgende at kunne benytte ensartede Betegnelser vil det være bekvemt 
at indbefatte de 2 ekstreme Tilfælde 1. og 2. under det almindelige Tilfælde 3. der- 
igennem, at i Tilfælde 1. /Z sættes lig — 60, medens i Tilfælde 2. Z sættes lig + c0. 

”) $. L. W. V. Fensen: Om Rækkers Konvergens. Tidsskrift for Mathematik, Ser. 5, 
Bd. 2, 1884. Side 70. 

”) Dirichlet: »Vorlesungen tiber Zahlentheorie. Herausgegeben und mit Zusåtzen ver- 
sehen von Dedekind.« Braunschweig. zden Udgave 1871. Side 371. "For reelle 
a og % er Sætningen allerede meddelt af P. du Bois-Reymond: Antrittsprogram. 
Freiburg 1871. Sider 10: 


Hm = 00 . 
) |Om — Qn+1| konvergent (I) 
HmH=I 
og 
limo TO; (2) 
w—= 00 


”= 00 
da er Rækken ZUunOn konvergent, og dens Sum er lig Summen af 


n—=1 
w”—= 00 
den absolut konvergente Række % Sy (An — An+;). 
n=: I 
MER 


Bevis: Idet SEERE )) DER 


710 —= I 
faas ved partiel Summation 


771 == 71? == 171-= — I 


== S Umm" Umm S” (Sm— Se] RER dn + > Sel (Um— Om HERI: (3) 


”m=I m”— I 711 — 1 
Af Forudsætning (2) i Forbindelse med Forudsætningen 


|Sr|<K | (4) 
følger nu for det første: 


hmiS FOR 0) 
w— 00 


medens af (1) og (4) umiddelbart fremgaar Konvergensen (endda den 


n= 00 
absolute Konvergens) af Rækken % 5% (an — dn+:) 
n=I 


Af Ligning (3) faas derfor: 


INEÆEÆNR— "I 


im så 223 SSL. On + lim Sm (dm — dm+i) 
H— 00 
w—= I 


w—= 00 
” == I 
nn == 00 
=— ) Seto ir) ed: 
2— 1 


Hjælpesætning Ia sætter os nu i Stand til at bevise følgende 
sætning); 


1) Yensen, l.c. — Bemærkningen: »eller oscillerende mellem endelige Grænser« skyldes 
dog Æ. Cahen: Sur la fonction %(s) de Æiemann et sur des fonctions analogues. 
Aunales scientifiques de VÉcole Normale supérieure. Ser. 3, Bd. 11. 1894. Side 82, 

in 


Sætning II: Ær den Dririchlet'ske Række za for s=55= 0 REE 


; 2 dn 
konvergent eller oscillerende mellem endelige Grænser, da er % SE kon- 


vergent for ethvert s = 0 + zt, for hvilket 0 > 09. 


Bevis: Sættes 


(GER I ”E 
Un = ——); On = ————— 1 An On == 


mm 


er, i Følge Forudsætning, %%, konvergent eller oscillerende mellem 
endelige Grænser; endvidere er, idet 0 — 0, > 0, R 


I 


ikks ke ar he ERE 
RE CO w=—= 00 ME 
samt 
n+1 
uma Eye] = Te | Ea] <a 


n 


af den sidste Ulighed fremgaar, idet 0c—06, > 0, umiddelbart Kon- 
vergensen af % | — Ants |: 
Idet saaledes Forudsætningerne (1), (2) og (4) er opfyldte, er i Følge 


Hjælpesætning Ia 2% 2% ged 


Endvidere følger af Hjælpesætning for "070 Rkan 


fremstilles ved Summen af den absolut konvergente Række 


I I 
DN So (mn gg sæl (5) 


sg 
mo 


”m1—= 1 


hvor 


Af den Fensen'ske Sætning II fremgaar nu umiddelbart, az 2x. vz/- 
kaarlig forelagt Dirichlet'sk Række enten er konvergent overalt eller 
intetsteds, eller at der ogsaa eksisterer en ret Linie 0 = då, vinkelret 
paa den reelle Åkse, saaledes at Rækken er konvergent for 0>V, 
divergent [OY NE 
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Størrelsen åg benævnes Rækkens Konvergensabscisse Y). 

Hvad angaar Rækkens Forhold paa selve Konvergensgrænsen 0=X,, 
kan vi her — i Modsætning til hvad der fandt Sted ved den absolute 
Konvergens — ikke slutte, at Rækken enten konvergerer overalt 
eller intetsteds paa denne Linie, (Sætning II gælder nemlig kun »for 
6 —> 06,« og ikke som Sætning I »for 0>6,«). Vi skal da. ogsaa 
senere se, at de 3 tænkelige Muligheder: 


I. Rækken konvergent overalt paa Konvergensgrænsen, 
Rækken divergent overalt paa Konvergensgrænsen, og 
Rækken-konvergent i"nogle”; divergent i "andre" Punkter af Kon- 
vergensgrænsen, 


virkelig ogsaa alle kan forekomme. 


Fortjenesten af først nærmere at have undersøgt de analytiske Egen- 
skaber ved den ved en Dørichlet'sk Række fremstillede Funktion tilkom- 
mer Cazen; til Brug for' sine Undersøgelser beviste Cacen ”) følgende 
Hjælpesætning Ib, der er at opfatte som en Udvidelse af den Dede- 
kind'ske Hjælpesætning Ia. 


w—= 00 
Hjælpesætning Ib: Ær Rækken med konstante Led Zu, konvergent 


n—=1I1 
meEz-=N 
eller oscillerende mellem endelige Grænser (d.v.s. er (S,/=|2 um] <K), 
; MJ 
SØER SLS EOS On (8)... enlydige Funktioner af den komplekse 


Variable s, der, idet s tilhører et vist Gebet G, opfylder følgende to 


Betingelser : 
H—=— 00 
> | dn(S) — An+:1(s)| Zzgelig konvergent 


og 
Im CASE 0: 
H= 00 


1 — 00 
da er Rækken ZU, On(s) ligelig konvergent for s tilhørende G. 
== I 


Bevis: Idet 
m=n+p—1 


| dn (5) — dn+p(5)| = [Am (5) — Am+: (S) |» 


MH 


1) Ligesom ved den absolute Konvergens vil vi ogsaa her udtrykke de ekstreme Til- 
fælde gennem W = — 00 og 8, = + 00. Grunden til, at vi betegner Konvergens- 
abscissen gennem det med Indeks forsynede Bogstav MW, vil fremgaa af zdet Afsnit. 

ul ersside 70: 
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hvor Udtrykket paa højre Side er Restleddet i en i Følge Forudsæt- 
ning ligelig konvergent Række, indser man for det første, at aa (5), 
for s tilhørende Gebetet G, gaar ligelig mod sin Grænseværdi (0) 
Altsaa er tliselesforæstilhørende "GG; 
BES 30G (5) 30: 
n=&O 
I Følge de gjorte Forudsætninger er endvidere Rækken 
11—= 00 
) Sn (An (5) — An+ (5)) 
n=I 
øjensynlig ligelig konvergent i Gebetet G. 


Identiteten 
FN=R 1=W— I 


JE DIE ) RENNES (OS KNR RT ENE E ) Sr (Om (S) 


711= I m= I 
viser derfor, at 7%(s) for » = 00 gaar: ligelig mod sin Grænseværdi 
H= 00 


Sy (An (5) SE 7 ar r(S)) 


nw= I 
H == 00 
div.s.sat ig Og (S) rer usete KKOn ver sentriGeEbdetErre, q:e. d. 
MET j 


Med Benyttelse af Hjælpesætning Ib har Cakcen!) bevist følgende 
vigtige Sætning: 


Sætning III: År 5% en Dairichlet sk Række med Konvergens- 


abscisse X,, da er denne Række ligelig konvergent t ethvert Omraade G, 
hvis Punkter s= 0 + zt alle opfylder følgende to Betingelser”): 


OR AE REE 5002 AS KERES EDER] is 


Bevis: I Punktet 5, = 4, + = er den Dzrichletske Rækken > 


konvergent. Sættes nu som ovenfor 


(PA ER (WE 
US re lg Or DE 


TIRS SERELSS 
& 7980” 1187 So 


FR 


er for s tilhørende Omraadet G= G(£, Æ): 


BLÆST SRSeE 
Ene krr00E (On vasrker es = konvergent i hele Planen), falder den første Betingelse 
mn 


bort. 


HELER 
samt | 
I 
| dn (5) — an+: (5) |< |S — 59 | gg <E + ||) —; 


af denne sidste Ulighed fremgaar, idet højre Side er uafhængig af s, og idet 


I 
Rækken ) > er konvergent, umiddelbart den ligelige Konver- 
EL ESES 


gens af % | dn (5) — dn+: (5). 
I Følge Hjælpesætning Ib er derfor % %,0,(5) = & ligelig kon- 
versent 1 -Gebetet"G: dgese! 


Nu siger en bekendt Sætning af Wezerstrass"): 


LE (SY ETS) ERE ERE RER SYREDE SN 2 FRØ BUSSER SNE NHÆR DENDE 
Gebet G regulære analytiske Funktioner, og er den uendelige Række 
w —= 00 

> Uun(S) ligelig konvergent for s tilhørende G, da fremstiller denne 
n= I ) 


sidste Række gennem sin Sum en 7 Gebetet G regulær analytisk Funk- 
tion U(s).. Endvidere vil den ved p Gange ledvis Differentiation 
”—= 00 


or 2 Pat ANE FonnedeRÆkkE ) u? (5) atter være konvergent 1 


n— I 


Gebetet G og her fremstille Funktionen UW)(s) ?). 


Da nu de enkelte Led == i en Prrichletsk Række alle er i hele 


den endelige Plan regulære analytiske Funktioner (hele Transcendenter), 
og idet man endvidere, dersom s=0-—+2Z er et vilkaarligt Punkt, 
for hvilket :07> 4, øjensynlig "gennem passende Valg "af dei Sæt- 
ning III indgaaende Konstanter & og Æ kan opnaa, at s tilhører det 
indredtals Gebetet te Gz= Ge Æ), følger gennem Anvendelse af den 
Weterstrass'ske Sætning umiddelbart: 


1) Werke. Bd. 2, 1895, Side 205. 

2) For en senere Anvendelses Skyld bemærkes, at den Wererstrass'ske Sætning 
ogsaa kan udsiges saaledes: Ær Sn(s) 7 Gebetet G regulær analytisk (for alle 
ERNE 2 NS RER RO er klm Sa | 2 rele CA Sa er Sr een lær kanals iG, 


==" 


nn == 


og UW (8) == rn SÅP) Gr 


a É FSA 
— fremstiller i sin Kon- 
n 


Sætning IV"): Æn Drørichletsk Række X 


vergenshalvplan (d.v.s for 0>A,) én overalt regulær analytisk Funk- 
tion f(s). Endvidere tør Rækken 1 sit Konvergensomraade differentieres 
et: vilkaarligt Antal:(p)- Gange. ledvis, d.v.s: der" gælder, VFORGEEERR 


Ligningen 
”—= 00 


"AGIA DES D ASSR BE Byes 


r—=I 


Vi skal nu bevise følgende Sætning, der omhandler Bredden af den 
betingede Konvergensstrimmel: 


dd ; 
Sætning V2): Ær == konvergent. for:s— sy= 09 1 210; ERE RER 


dn 
7150 


fortethvertes ef OVER UILKEL OD OR EET ER 


blot 


<K (K Konstant for alle n), da er absolut konvergent 


Bevis: Af Uligheden 


dn 
1180 SE 
følger umiddelbart 
D: da I på: I I 
FEE BE EEN I Er 
a 
og heraf, for 0> 6, + 1, den absolute Konvergens af % 3 q. e. d. 


Af Sætning" V følger - umiddelbart, idet- som "ovenfor "7709 bE 
tegner henholdsvis den absolute Konvergensabscisse og Konvergens- 
abscissen for en vilkaarlig forelagt Pøzrichlet'sk Række: 

1. Er Nos Zrendeliser ber sstedse hs LEN ERR 

2. I og Å, er samtidig lig — 00. 

30 1709 N er samtidig lie 00. 


lys Cohen Sider ro2! 

?) Scheibner l. c. Side 24—25. 

3) Derimod kan man ikke ud fra Konvergensen i et Punkt 5, = 69 + 22, slutte den 
absolute Konvergens for co = 69 + 1. Saaledes er, som fremhævet af Æ. Landau 
(Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultåtenreihen, Sitzungsberichte der math. 
phys. Klasse der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. 36, 1906, 


N==c0 
Side Fra RE ken sr er 

n==2 
konvergent for co = I, 


konvergent" 1"Punktet"s 0" men” ikke Tabsolut 
ns ,log 7%» 
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Inden vi fortsætter den systematiske Udvikling af de Drrichlet'ske 
Rækkers Theori, vil vi først gennem en Række Eksempler eftervise 
den virkelige Eksistens af alle saadanne Typer af Dørichlet'ske Rækker, 
om hvis mulige Eksistens der i Følge det foregaaende overhovedet 
kan være Tale. Disse Eksempler falder naturligt i to Grupper, af 
hvilke den første omhandler de ovenfor omtalte forskellige Tilfælde 
for Konvergenstallene Z og å,, medens der i den anden Gruppe gives 
et fuldstændigt Skema af Eksempler svarende til de forskellige Til- 
fælde vedrørende absolut Konvergens, betinget Konvergens eller Diver- 
gens paa selve Konvergensgrænserne o =/ og0=—=h,. 


ES Gruppe) 


I É = I 6 : 
FR 7/7) SEE OOS Dare thRækken 2 STE øjensynlig 


absolut konvergent for ethvert reelt s. 

IF ÆFNERFSOS or 2 ml sthi Rækken RE er øjensynlig ikke 
konvergent for noget reelt s. 

KL SE/AGS FN hende is EEN for og =1; thi.Rækken SER (der de- 
finerer den Æzemann'ske Funktion C(s)) er absolut konvergent for s > I 
Høbdivergentilosse saaledes at NS I. 

For end Elise RET" for søg == (— 1); thi: Rækken 
se (der fremstiller Funktionen C(s) (I — 2:—9)). er absolut kon- 
versentiforise mbetinset"konversent for 1>57>0, samt. divergent 


ForEseS OR Saaledes I TT OSTN ==" 0, 
V. Jog Myendelige; , <I/SN + 1; /= + 9 (0 vilkaarligt Tal 


dn 
71 


mellemsoros HOR TE TASTE 40 thi, idet 2 kan dannes 


som den ledvise Sum af Rækken 2 med Konvergenstallene /=A,= I 


(— 1)y2t: . 78 


og Rækken % Eg med Konvergenstallene /= 1 + 08, 4 =8, 
fars ae, som det vil fremgaa af (6), Konvergenstallene EN AS SENERE 


1) Eksemplerne i denne Gruppe skyldes med én enkelt Undtagelse (V.) Landau: Grund- 
lagen .... 1. c., Side 171. Som Eksempel paa en Række svarende til Tilfældet V. 


er af Landau (1. c.) opstillet den specielle Række = Sal hvor an = I for ulige ikke 


kvadratiske x, an = — I for lige ikke kvadratiske 7, an = 2 for ulige kvadratiske 7, 
an= 0 for lige kvadratiske x, for hvilken Række /= 1, %e = 4, altsaa /— MY = 3, 
medens vi for fuld Almindeligheds Skyld opstiller en Række, for hviken / — 4 = 8, 
idet 9 betegner et vilkaarligt Tal mellem o og I (begge exclusive). 


IO 


2 GEUPDDEL): 
ik 
Konvergenslinterne sammenfaldende (I = X,). 


a) I. Rækken absolut konvergent paa Konvergenslinien. 


2) Rækken ikke absolut konvergent i noget Punkt af Konvergenslinien. 
2. Rækken betinget konvergent i alle Punkter af Konvergenslinien. 
3. Rækken bet. konv. i nogle, divergent i andre Punkter af Kvgl. 
4. Rækken divergent i alle Punkter af Konvergenslinien. 


II. 
Konvergenslinterne ikke sammenfaldende (1> X)). 


y) Rækken absolut konvergent i alle Punkter af den abs. Kvgl. 06—=2 
5. Rækken betinget=konvergent 1aålle-Punkter "af Kvols 
6. Rækken bet. .konv. i nogle; divervent i andre Punkter af oe 
7: Rækken divergent i alle”Punkter”at Linien"o AS 


9) Rækken ikke abs. konv. (følgelig bet. konv.) paa den abs. Kvgl. 0 = 2. 
8; Rækken betinget: konversentti alle Punkter als Kkvolmer= Na 
9. Rækken bet. konv. i nogle, "divergent andre Punkter sal fo Re 
ro. Rækken; divergent 1zallesPunkterfaft Einieneo XR 


Det skal først vises, at vi kun behøver at give Eksempler paa Til- 
fældene 1., 3. og 4. samt henholdsvis ét hvilketsomhelst af Tilfældene 


1) Man: finder ikke i tidligere Afhandlinger behandlet Spørgsmaalet om den virkelige 
Eksistens af samtlige under z2den Gruppe betragtede Tilfælde. — De efterfølgende 
Betragtninger viser ikke blot saadanne Rækkers Eksistens, men giver tillige simple 


Eksempler (d. v. s. Eksempler es hvor an er defineret gennem simple Udtryk) 


for alle de forskellige omhandlede Tilfælde, I en Afhandling fra den seneste Tid 
har W/. Schnee (Uber Dirichlet sche Reihen. Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, Bd. 27, 1909, Side 105—113) udførligt beskæftiget sig med Spørgsmaalet 
om Eksistensen af Dørichlet ske Rækker svarende til det enkelte Tilfælde, der under 
z2den Gruppe er betegnet som Tilfælde 2, Idet Schnee imidlertid har overset, hvor- 
ledes man, som det i Teksten vil blive vist, ved Kombination af ganske simple 


Rækker umiddelbart kan danne en Række af denne Art (saaledes f. Eks, Er 
” 


hvor an = (— 1)" + (logz) >: —k (k vilkaarlig positiv)), har han maattet benytte 
meget langvarige og indviklede Betragtninger for at fastslaa den omspurgte Eksi- 
stens, Betragtninger, der er analoge til dem, hvorigennem Pringsheim har fastslaaet 
Eksistensen af' Potensrækker, der er betinget konvergent i samtlige Punkter af 
Konvergenscirklens Periferi, 


II 


under y) og ét hvilketsomhelst af Tilfældene under 8), idet vi derud- 
fra kan opbygge Rækker svarende til alle de øvrige Tilfælde. 

Vi vil derfor foreløbig antage, at vi kender Pørichlet'ske Rækker 
af Typerne 1., 3., 4, Y) og 8), hvilke Rækker vi vil betegne med 
henholdsvis [1], [3], [4], [v] og [3]). Idet nu erindres, at for 3 Rækker 
med konstanter hed USE VE Bo OS IKE re ME hvor 
USE to OPEN] 


U-abs= konv.; V abs. konv. W abs. konv. | 
af=URabse konvs V bet. konv. følge W bet konv. 
CU konversent, 7 divergent W divergent 


(6), 
j 


og idet det tillige erindres, at den ledvise Sum af 2 Dirichlet'ske 


Rækker % 


dn 
WE 


Pa É . EJ 
og SEER altid frembringer en ny Drørichlet'sk Række, 


& Cn . . 
nemlig 2 in hvor" = dn + år, viser nedenstaaende. Figurer, hvor- 


ledes man ved ledvis Summation af 2 passende valgte Rækker blandt 
de som bekendt antagne 5 Rækker [1].... [d], kan danne saavel en 
Række af Type 2., som ogsaa Rækker af Typerne 5., 6., HEUNdEr De) 
og 8., 9., IO under 06). Inden vi gaar over til at opstille disse Figurer, 
maa dog forudskikkes den Bemærkning, at man ved en simpel Variabel- 
transformation s = s” + £ kan parallelforskyde en Prørichlet'sk Rækkes 
Konvergenslinier, naturligvis med Bibeholdelse af deres indbyrdes Af- 
stand, et hvilketsomhelst Stykke k. 


Fjotkre datnesen akenyRække af. Type 2. 


divergent abs. konv. 


4 
Å 
2 U 


IE dive gent abs. konv. Var UN 


Lyper2! 
wW 


abs. konv, 


bet. k. 


divergent 


uVedkentRækkel[Yv]faf Typer), menes" .en" Række, "der opfylder den”for alle tre Til- 
fælde under y) fælles Forudsætning, men om hvilken man ikke behøver at vide, 
hvorvidt den nærmere betegnet er af Type 5., 6. eller 7. En analog Bemærkning 
gælder med Hensyn til en Række [åd] af Type 8). 


I2 


Fig. II, III og IV viser Dannelsen af Rækker af henholdsvis Ty- 
perner so O0TE7: 


His 


É abs. k. 
ns 


Fig. IV 
div az abs. k [4] 
ie (EL 
= Y 
div. bet. k. alabsæk ka 
ra [kd 
gg 
re: Type 7 
div bet ken Aab sSek 
ve W” 


Dersom i ovenstaaende 3 Figurer /-Rækken, der er af y-Type, 
ombyttes med en V/-Række af d-Type, medens V-Rækkerne bevares 
uforandret, gaar de tilsvarende W”-Rækker over til henholdsvis Ty- 
perne S3 030r 4107 

For at fuldende Beviset for Eksistensen af Pørichlet'ske Rækker 
svarende til alle: de under 2%" Gruppe' betragtede Tilfælde; behøver 
Følge det forangaaende nu kun at give Eksempler paa Rækker af de 
fem Typer 1., 3, 4., y) og 5). Vi skal herfor opstille simple Eksempler 
og saadanne, hvis Type enten umiddelbart kan afgøres, eller hvis For- 
hold paa Konvergenslinierne allerede tidligere er kendte. 


Sa a == I) 


KE AA af Y)-Type for Sene EG ÆRE. 
== 05 
3 s: ert ao Lyne foran] SES ER N ] S FTSENS ES ON: 
== I 
n=0 9, E É 
2% — er af Type 1. for 2 = —=——(k > 0); (/= 4 = 1). 


SE, 4) (log pr 
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(se 


da ; 
5 SPREE UDE Rose fora REST naar mer et Primtabtorran so 
I 


; I 
naar nm er ef sammensat lak (SKET); thi SE er som bekendt 
divergent for s = 1, men derimod. konvergent for s= 1 + 22 (2 + 0))). 


(es. e] 
5 eat hu pe Hee Or (LE ST] thi 2 er, som man 
I 
let kantvisediversent ifallefPunkter af Linien.o= 1. ; 
Hermed er Eksistensen af samtlige Tilfælde under 2 Gruppe 


godtgjort. 
Fra Betragtningen af disse Eksempler gaar vi nu over til at bevise 


de Drrichlet'ske Rækkers saakaldte Entydighedssætning. 


Sætning VI?): Ær Rækkerne f(s) = % e 


11 


DE 
STAGE ==; begge 


konvergente 1 en vis Halvplan (hvoraf umiddelbart følger Eksistensen 
alter [al saaledes kat begge Rækker” er” absolut: konvergente" for 
o—> L), samt eksisterer der en uendelig Talfølge: 


Se LE epe TS UTEN lo RSS Se BARER ERP T ÆARRERRERE Hors] 
p=o0 
saaledes at 


RE SE Or alle sp == 2,2), 


da er Rækkerne 1% og dl identiske, d. v. s. da er for alle 


BES ETS ED: SEER 
(RER 0 


Bevis: 7Den forko == Z absolut konvergente Række 


h()=F()—2()=2 


hooerE—rore Rantas er. Værdien 0. for 57 (23, 27,3 1); 
vilskal bevise tat ci= OMforalle"7: 


Cn 
w 


3 


I I 
7”) Angaaende Litteraturen for Konvergensforholdet af Rækkerne % — og = BESES f. Eks, 


Landau: Ueber die zu einem algebraischen Zahlkårper gehårige Zetafunktion.... 
Journal fiir die reine und angew. Math., Bd. 125. 1903. Side 105. 

?) O. Perron: Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. Journal fir die reine und ange- 
wandte Mathematik, Bd. 134. 1908. Side 106 - 113. Hos Dirichlet: Vorlesungen l. c. 


Side 225—226 findes dog allerede følgende Sætning, der imidlertid kun omhandler 


a b 
Forholdene paa den reelle Akse: »Er for s7> 5 z— — z—% da er an= dn for 


alle. «e 


14 


Lad os antage, at dette ikke er Tilfældet ”oo"lad "været 


første Koefficient i Rækken 2% z (d. v.s. den med lavest Indeks), .der 
ikkeer dis 0. 
Da ert for 0m 
3 n=00 
MORE EDT 
n=N-+1 
F2==00 n”—= 00 
DE - I SEE K 
5 | fi: FEE ae HG me (NV 4 TER 
n=WN—+I n=N 1 


hvor Æ betegner en af s = 6 + zZ uafhængig Størrelse. 
Følgelisrer for for=L 
4 (9) | RÅ 


NE 1): 


hvoraf umiddelbart følger, at for tilstrækkelig store 6 (d. v. s. for 0c> 2) 


Kal 


AOL ERE REE 6; (7) 


hvad .der er i: Modstrid «méd "Forudsætningen: ASS) 0 for alle 
Følgelig er; fortalle sr Fe ="0 09 SEIN NS EV Ferri bever 


Bestemmelsen af en Prørichlet' sk Rækkes Konvergensabscisse ud 
fra Rækkens Koefficienter er givet af Cahen") gennem følgende vigtige 
sætning 


d; 


Sætning VII: Zad 2% ig være en Dirichlet sk Række med Konver- 


gensabscisse 3, zZO (og dette kan, dersom X + — 00 (d. v. s. dersom 
Rækken ikke er konvergent i hele Planen) a/Zød opnaas gennem en 
simpel Variabeltransformation s = s' + k). 


Da ér 
IN=H 
i forest Ba/2EE, 
PR li 112== 1 
Ao SAS log % 


Da vi senere (i 2det Afsnit) skal bevise en langt almindeligere Sæt- 
ning, der som specielt Tilfælde omfatter Sætning VII, skal vi ikke 
opholde os ved her at give et særligt Bevis for denne Sætning. 


JElLRCE Siden soon o2: 


B5 


Idet den absolute Konvergensabscisse for Rækken % £ erHlig 


z 
Konvergensabscissen for Rækken SE, (hvad man umiddelbart ind- 


ser gennem Betragtning af Forholdene paa den'reelle Akse) følger af 
Sæming VE 


=> Flag 
Sætning VIII: Har Rækken 2 SN absolute Konvergens- 


abscisse [>O0, da er 
LET ; FIRE IE 

Le DR 
(8-1 


log 7 


Lim SUD 
”—= 00 


Af Vigtighed for mange Anvendelser er følgende Sætning "): 


Sætning IX: Ar 


aner == A (3) 
== CO 
da er 
== CO 
: dn 
lims. ie . 
0 i 
F2==RI 


dersom s under sin Tilnærmelse til Punktet O er indskrænket til et 
Vinkelrum med Toppunkt 21 Begyndelsespunktet og strækkende sig 
saaledes ud 2 Halvplanen tilhøjre, at Begrænsningslinterne danner 


Vinkler beliggende mellem —+ > (excl.) og — is (excl mede denn frå 


Begyndelsespunktet til højre gaaende Del af den reelle Akse. 


dn 


ts 


Bevis: Af (3) følger for det første umiddelbart, at % er absolut 


konvergent for 07>0. 


I. Vi betragter først det specielle Tilfælde a, = 1 (følgelig ogsaa 
AÅ=: 1), i hvilket Tilfælde vi ikke behøver at forudsætte, at s nærmer 
sig til O i et begrænset Vinkelrum, men kun at under Tilnærmelsen 
stads Foro ora eo ME haves 


1) W”. Schnee:  Uber irregulåre Potenzreihen und MDirichletsche Reihen.  Inaugural- 
dissertation, Berlin 1908, Side 53. For Tilnærmelse ad den reelle Akse er Sæt- 
ningen allerede givet af Dirichlet: Sur un théoréme relatif aux séries. Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, Ser. 2, Bd. I, 1856, Side 80—81. Lignende 
Sætninger findes i stort Antal navnlig hos Pringsheim: Zur Theorie der Dørichlet'schen 
Reihen. Mathematische Annalen, Bd. 37. 1890, Side 38—60. 
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I MESSEN: end keen HE ss" BRER 
FA 2 ' e: ( i E | & Er: £ Vise EVER mæ T n2ts ” (9) 
hvor F(x, s) for alle "wYer"en hel Transcendent,der for"s'='oRrantases 
Værdien 0, og. hvor,… som man "let ser, (7,5) for alle, os ts EA 
er numerisk mindre end en Konstant. 

Summeres nu, under Antagelsen 0->0, Ligning (0) for alle 7= re 


bliver venstre Sideflistmederlda for 050, lim — =0o), og vi finder, 
—= 00 


gældende for 0—>0, Ligningen: 


72—= 00 == 00 
SD I F (n, s) 
155 my ts ala 372 tSs 
n=I n=I 
”—=00 


Idet imidlertid pE er ligelig konvergent i Omegnen af 
Ww= I 
Punktet: 0, og idet. dens enkelte "Led er kontinuerte" Funktioner: 
der for-s == 0 Fantaser Værdienso mer 


m—= 00 
; 09183) 
lim re RS ÅG O 
s=0 

H=—1 


følgelig er, idet s nærmer sig 0, blot saaledes, at 07—>0, 


Hm =—= 00 


; I 
lim s SEERE I 
s=0 nm 


Hm= I 


2. Vi betragter nu det almindelige Tilfælde, hvor 2, kun er under- 


se 


kastet Betingelsen: hm 2, ="4”" Idet's her'er indskrænket” tilfetebes 
Hw=C0 

grænset Vinkelrum, kan vi øjensynlig bestemme en Konstant K, saa- 

Di 

(9) 

bestemmeFet "helt Lat VEN ey Fsaaledes "at Tor alle 77 /V: 


ledes at <K. Efter Valget af et vilkaarligt lille & kan vi derefter 


hvoraf følger, at 


ES VA A n=1 


I7 


naar blot s i sit Vinkelrum er tilstrækkelig nær ved 0 (d. v. s. KILO) 


”—= 00 LÆS, e) 


5557 o É o 
thi, idet ) sorg Or 00 har Grænseværdiem AL er ) OL 
VZA ny teo 


n1=I w= I 
tilstrækkelig smaa Værdier af 60 mindre end 2. 
For tilstrækkelig smaa s (|s|<5,) er imidlertid ogsaa Summen af 
de (// — 1) første Led 
n=N—I1 
Ey s (dn — Å) 
MEE 


n=lI 


; $ E 
numerisk mindre end SØ 


Følgelig er under vore Antagelser om s (nemlig dels i Vinkel- 


Himmetior" dels sr Oos 00) 


Hee) 
AR E SEBAL 
En nyts ERE 


w=I 


d. v. s. der gælder Ligningen 


1 —= CO 


. dn =>. ÅA 
lim S VARE FI) == O) (10) 
ide) 


LINN SØ NE 


Da nu imidlertid som ovenfor vist 
lim s rn re Ål (II) 


faas ved Addition af (10) og (11) 


== 00 


: a 

lim s er Ed qgæernd, 
my ts 

s=0 


(i Vkr.) 77! 


Vi gaar nu over til at omtale en Sætning, der omhandler For- 
holdet af den ved en Prørichletsk Række fremstillede Funktion ved 
Tilnærmelse af Argumentet s til visse Punkter paa Konvergensgrænsen 


O=O 
2 
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n 


Sætning 41122 ze være en Dirichletsk Række med 


Konvergensabscisse X,, og lad os, idet sy er et Punkt paa Konvergens- 
prænsen. 0 == Ng sætte: 
INN WHEN IHF TN 


dm Rin RE o r (r—I1 
SØ — BER Sv = SEE, BR er SEE kanen 


”1—= I 771 = I ”m=iI 


Er da lim SØ = A (d. v. ser == konvergent med Summen 4), 
eller er blot for et eller andet r: 


gælder Ligningen: 


hvor s under sin Tilnærmelse til sy = 04 + 7%, er indskrænket til et 
Vinkelrum med Toppunkt 1 sy og strækkende sig saaledes ind i Kon- 
vergensplanen, at Begrænsningslinierne danner Vinkler beliggende 


mellem —+ > (excl.) og — — (excl.) med den fra Punktet sy til højre 


gaaende Horizontallinte t— tv. 


Vi vender os nu herfra til en nærmere Betrågtnins "af den vedgen 
Dirichletsk Række i sit Konvergensomraade definerede regulære ana- 
lytiske Funktion og da særlig til en Betragtning af denne Funktions 
Forhold for i det uendelige voksende Værdier af Ordinaten zZ. 


x 


Omhandlende Funktionens Forhold i Rækkens absolute Konver- 
gensomraade gælder følgende næsten umiddelbart indlysende Sætning: 


Sætning XI: Har den Dirichlet'ske Række f(s)= % < sin ab- 


solute Konvergensabscisse lig l, da er for 0>l + £ (£ vilkaarlig lille 
positiv) 


7) Sætning X er for det Tilfælde, hvor = = er konvergent, bevist af Cz4er (1. c. Side 86-87). 
7180 


(For Tilnærmelse langs Horizontallinien z=2Z, er sidstnævnte Sætning dog allerede bevist 
af Dedekind og findes i de af ham udgivne Dirichlet'ske Forelæsninger (Vorlesungen 
tiber Zahlentheori 1. c., Side 374—375)), medens Sætning X i sin almindelige Skik- 
kelse. skyldes 7. Schnee: Dissertation 1, c. Side 54. Sætning X danner det fuld- 
stændige Analogon til en bekendt Sætning for Potensrækker, en Sætning, der skyldes 
Abel, Frobenius og Holder, og som vil blive nærmere omtalt i Indledningen til 
2det Afsnit. Vi skal ikke opholde os ved paa dette Sted at give et Bevis for Sæt- 
ning X (et saadant findes hos Sccree 1. c.), da vi senere (2det Afsnit 4 6) vil komme 
til at bevise en Sætning, der som meget specielt Tilfælde omfatter Sætning X. 


IQ 
FRA 
hvor K= K(e) betegner en af 6 og t uafhængig Konstant. 
Bevis: ork FE Er 
== 00 711—= 00 


Ion ) ere mr Ar GE 


I |= 1) tE 


[2 | 


Inden vi gaar over til at betragte, hvad man kunde kalde Funk- 
tionens Størrelsesorden i det betingede Konvergensomraade, forud- 
skikkes følgende Bemærkning, hvorigennem defineres en af Bachmann 
og Landau indført afkortet Betegnelse: 

Bro læ ek jon allerede från visskærd af ldevisstorngi sr, 
defineret positiv Funktion af x, og er f(x) en, ligeledes for alle reelle 
x fra en vis Værdi af defineret, reel eller kompleks Funktion af %x, 
skal ved Betegnelsen 


MIDER hor vr Næss OF ao FA) 
forstaas, at 


lim sup EL CE er endelig, 
z—0 (7) 


BRINT REDER RER SIS I ER Er 0. posilive LalL £-0o9s KT saaledes at for x > E 
2 SAR D: 


Eksempel: Med O(1) betegnes enhver Funktion af z, der er defi- 
neret for tilstrækkelig store Værdier af x, og som enten for x = + &o 
besidder en endelig” bestemt Grænsetærdi, eller: som idetmindste” for 
alle tilstrækkelig store x er numerisk mindre end en Konstant. 


DESjøesti det følgende 7 (5) (07570) fork or 0 et Eksat være lie O (2); skal 
denne Lighed menes at finde Sted med Hensyn til den numeriske Værdi af den 
komplekset Komponent af 05 Ed EVNE SE ro ningen >) EKO HZ) Foro rer« 
skalfudsise Eksistensen af 2 Tal 709 FÆEsaaledes Fat for o=o og alle 57 557 


FOI<K. | 2]. 


Siges f(s) for 6,> 0 o,.at være lig Q(g(9, FADE skal denne Lighed menes at 
gælde Zigelig for o tilhørende Intervallet 6, 6,, d. v. s. den skal udsige Eksistensen 
aff28 Tal 7FosrÆ saaledes at 


BARN SETE KEN 65), 


LE ME 


for alle s, for hvilke 0, 090, og 
i ok 


20 


Paa lignende Maade sættes med Landau, idet f(x) og g(x) er Funk. 
tioner definerede fra et vist reelt x af, og af hvilke g(x) er positiv 
for tilstrækkelig store Værdier af x: 


. KDE 0 CE) 
dersom 


lim 
ASSER aa 


Med Benyttelse af den ovenfor indførte Betegnelse gælder nu føl- 
gende Sætning"): 
Sætning XII: Lad %X z være en Dirrichletsk Række med adbso- 


lut Konvergensabscisse Il og Konvergensabscisse Xy <Q I; da er, for 


[FEZO>N + E, ([]> 0) 
1—0+£ 
fy = Ole fr) (12) 


INN 


Bevis: Sættes SS == 


É a ; 
— er, idet 5 er konvergent i 


E 2 : 
Punktet sg, = å, + — Sn for alle z numerisk mindre end en Konstant X, 


09 "F(5) kan srsom vis DIE PER OF ED 35-RE Hz fremstilles gennem 


den absolut konvergente Række 


n”—c0 
I I 
BER FE (72 EÅE | 


n=l1l 


Heraf følger imidlertid, idet, for 0C> 4, + — 


nLiI 
dr 
Erz [s—S9]|: mæ 
n 


E 
at, for OS N FE=50 + SE 


I I 
GET (2 + IJ —% 


1) Landau: Uber das Konvergenzproblem der Dirichlet'schen Reihen. Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, Bd. 28, Igog, Side 121. Det i Teksten givne Bevis 
for Sætning XII bygger, som man vil se, i væsentlig Grad paa en af Lindelof funden 
almindelig funktionstheoretisk Sætning. Et, om man vil mere direkte, men ogsaa 
mere kompliceret Bevis, ved hvilket er undgaaet Benyttelsen af den Zindeløf'ske 
Sætning, findes hos Landau l. c. 


2I 


72= 00 


I I I 
VÆRE SQ (72 +- 1% == |s sg DE MR 4 
N=1 242 z 


=> ES KEE SOK 


KO eee 


nN=I 


hvilken sidste Ulighed umiddelbart viser, at der, for/+E>0>A, + E, 
gælder Ligningen: 
ASER OU (2) 

Endvidere er forso=E SES O TI) 

Nu har Lindelof 7) imidlertid bevist følgende interessante funktions- 
theoretiske Sætning: 

Er 01,< 0, og har den analytiske Funktion f(s) følgende Egen- 
skaber: 

ERE IS Kerrl Er KORS OT OT 05; 

BME for OR ORFEUS OZ EPE ADOr kh 0 er konstant; 

SE ORE O EOS KEREK IS] RECON 0O 47 7) Og 

AE der eksisterer ten isaadan: positiu Konstant cat: foro SO = 02, 
AS) "CO U|Z PH); 

BESES OK O REED 03, 


09—0 


FÅR 5 ONE Ea) (Eksponenten varierer lineært fra £ til 0). 
Anvendes denne Lzndelof'ske Sætning specielt overfor vor Funktion 
ASE ==, lormhviliken idet 0, sættes lle NE os ALTE og 


rer IN samle "Forudsætninger "øjensynlis "ertoptyldte, |faas 
umiddelbart, at der, for /+ E>0>, + £, gælder Ligningen: 
14 8—06 


fl) = Olle: 3) ager ad: (12) 
LAGE 


Af Sætning XII følger specielt, at gaar ligelig mod O, naar 


den Variable s vokser saaledes i det uendelige, at Betingelsen: 
O>N + 8, stadig er opfyldt; thi (12) viser (naar & vælges mindre 
end det givne Tal £,), at dette er Tilfældet, dersom /+E>0>N + 8, 
og for 0>/+-£ er | f (5) | << Konst. 


Niøsarsnufover tifatsbevise'ensSætnine der silvorvelkdentsdarsi 
væsentlig anden Retning end de 2 foregaaende Sætninger, dog ogsaa 
kan siges at omhandle Forholdet af den ved en Dirichlet'sk Række 
fremstillede Funktion for uendelig store Værdier af Ordinaten Z. 


1) Quelques remarques sur la croissance de la fonction £(s). Bulletin des Sciences 
mathématiques, Ser. II, Bd. 32, 1908, Side 346—348. Se ogsaa Landau: Uber das 
Konvergenzproblem der Dirichlet'schen Reihen, 1. c. Side 146, 
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”=—= 00 


Sætning XI 772 ASE ) 7 er en Dirichlet sk Række med 


n—=I 


Konvergensabscisse X,, existerer, for ethvert 0, > An 
…: 


lim ps |, + 27) dt 
DEER 0 


og ser liga; (Rækkenser e Koerciend: 


Bevis: Da Rækken f(06, + 22) = 2 


osv =SRer 


SETE er ligelig konvergent for 
710 


T ig) ==Keje) T == 00 
W rr dt a I 
ag FE BUS SNIK ME OSS 27 ARE HED) ) S E — I], 
|x or gide, a) mA Ge SM 120. log No 
0 n= I 0 G 1—= 2 
72 = CO 
ml 
i 2 2 dn 
og heraf (idet i Følge en bekendt Sætning Konvergensen af gr 
n=2 
=I00 É 
In 
for 06o> å, medfører Konvergensen af s sa Se Foro ASE 
H1=2 2 
gl) 1— 00 
. ” . E 
| + 4)dr=a, Na 8/7 BR E MED (13) 
0 n=2 
hvor z—, oe "hvor cer ual hænge ra 5/0 
og 
77 = CO 
ide : N 23 j 
Idet imidlertid Kkønversensent af Kø sys for 0 yt bare 
ABE NE 
1=2 


Sætning XII medfører, at 


12-00 
eg pre i; 
g(0, +77) = D sr ANE | 
BE 2 


7) Sætning XIII skyldes Zandau: Beitråge zur analytischen Zahlentheorie, Rendiconti 
del Circolo"Matematico "dis Palermor Bd 2657008 Side 204; (er "dog for ker 
(7 lig absolute Konvergensabscisse) allerede bevist af Zadamard: 'Théoréme sur les séries 
entiéres. Acta Mathematica, Bd. 22 1899, Side 60—63). Angaaende Udvidelsen af denne 
Sætning til ogsaa at omfatte Kombinationer af flere Dørichlef'ske Rækker, se Landau l. c. 
— I Afhandlingens zdet Afsnit vil blive vist, hvorledes Sætning XIII kan almindelig- 
gøres til ogsaa at omhandle visse Gebeter udenfor Rækkens Konvergensomraade. 


23 
giver Ligning (13) ved Division med 7 og paafølgende Grænseover- 
gang umiddelbart 


T 
lim ae FIN AL == led: 
k=20O å 


Vi skal afslutte dette Afhandlingens første Afsnit med en udførlig 
Omtale af de Pørichlet'ske Rækkers saakaldte Konvergensproblem, et 
Problem, der saavel paa Grund af sin Vigtighed som ogsaa paa Grund 
af de særegne og hidtil langtfra overvundne Vanskeligheder, som dets 
Behandling frembyder, i de senere Tider i stedse højere Grad har 
taget de paa disse Felter arbejdende Mathematikeres Interesse fangen. 


an 2 Alg ; 
være en given Drørichlet' sk Række; man kan da 
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Lad f()= = 


naturligt spørge: vor langt konvergerer denne Række ? 
Et saadant Spørgsmaal kan. opfattes paa flere forskellig Maader. 


n 


Idet Rækken > er fuldstændig og éntydig bestemt gennem Kend- . 


skabetstilkdens Koeihejenfet 2125-04, 1, kan.man” spørge: hvor- 
ledes bestemmes Konvergensgrænsen, eller, hvad der er ensbetydende 
hermed, hvorledes bestemmes Konvergensabscissen A, ud fra Rækkens 
Koefficienter?; dette Spørgsmaal, der er det analoge til Spørgsmaalet 
ved en Potensrække Za, 47" om Konvergensradius som Funktion af 
Potensrækkens Koefficienter, er løst gennem det Side 14 omtalte af 
Cahen fundne Udtryk for Å, og paa en lignende Maade, som det til- 
svarende Spørgsmaal ved Potensrækken har fundet sin Løsning gennem 
det af Cauchy og Hadamard fundne Udtryk for Konvergensradius. 

Spøresmaaler sk hvor lånet konvergerer en" forelagt Dzrichlet sk 
Række, kan imidlertid ogsaa opfattes paa ganske anden Maade, nemlig: 
hvorledes bestemmes Konvergensgrænsen 06 —= å,, ikke ud fra selve den 
forelaste "Drrechlet' ske Række (d''v.'s.ud fra «dennes Koefficienter), 
men derimod ud fra det blotte Kendskab til den ved Rækken frem- 
stillede analytiske Funktion?; og det er det Problem, der knytter sig 
til Spørgsmaalet i denne sidste Formulering, som man har betegnet 
som de Mrørichlet'ske Rækkers Konvergensproblem. 

Ved en Potensrække er det analoge Spørgsmaal som bekendt at 
besvare derhen, at Konvergenscirklen netop indeholder det nærmest 
Begyndelsespunktet beliggende for Funktionen singulære Punkt. I 
Analogi hertil kunde man maaske paa Forhaand vente, at ogsaa en 
Dirichletsk Række var netop saa langt konvergent, som den frem- 
stillede Funktion var regulær, eller anderledes udtrykt, at der altid 
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paa -Konvergenslinien ;0 = då," eller; uendelig” tæt tilvenstre forde 
Linie befandt sig for Funktionen singulære Punkter!"). 


1) Ved en Potensrække er den Mulighed paa Forhaand udelukket, at den ved Rækken 
fremstillede Funktion (eller rettere Funktionsgren) er regulær ogsaa i samtlige 
Punkter af selve Konvergenscirklen, medens der i uendelig udvendig Nærhed af 
denne Cirkel findes for Funktionen singulære Punkter; at et saadant Forhold inde- 
holder en Selvmodsigelse, følger nemlig umiddelbart deraf, at de udenfor Cirkel- 
periferien beliggende singulære Punkter nødvendigvis maatte have mindst et For- 
tætningspunkt beliggende paa selve Periferien, og at dette Punkt som Fortætningspunkt 
for singulære Punkter selv maatte være et singulært Punkt. — Betragtes imidlertid 
en Dirichlet. sk Række er Forholdet et andet; her kan, som antydet i Teksten, 
meget vel tænkes den Mulighed, at den ved Rækken fremstillede analytiske Funktion 
er regulær ikke blot for c> X,, men ogsaa i samtlige Punkter af selve Konvergens- 
linien'o — 3, ; idet nemlig Konvergenslinien. her ikke er en” helt i'det"endeligelibe- 
liggende Kurve, kan det tænkes. at intet endeligt Punkt af Linien co = MX, er For- 
tætningspunkt for singulære Punkter, men at disse, om man vil, fortætter sig mod 
Konvergensliniens »uendelig fjærne Punkt«. — Da man ikke i Litteraturen finder 
det Spørgsmaal behandlet, om der ogsaa virkelig eksisterer Prørichlet' ske Rækker af 
den "sidst omtalte 7ATt,l og "da "det”"forekommer mig at være af "Interessemtlatider 
skaffes Klarhed herover, skal jeg nedenfor kort bevise følgende Sætning, af hvilken 
umiddelbart fremgaar, at det omhandlede Eksistensspørgsmaal maa besvares be- 
kræftende: 


Sætning ads Eee EET S DES HEEP KE ET ERE ES ENGEL LT ER DSENSEN 
komplekse I altfor hvilke NO ES KLOR ODER IM Op) OP OSS SEE 7 DEER 
p==&0 
(lim zp = + 00). Der eksisterer da en Dirichlet'.sk Række med Konvergensabscisse 
p=&0 


i, = I, og for hvilken den fremstillede Funktion er en i. hele den endelige Plan mero- 
morf Funktion med eneste singulære Punkter (Poler af 1ste Orden) i Punkterne 


Sp (ør 122 83 NEN): 


Bevis :HBadsiortalles per oe 


n=w , £ n=o Dr 10 z 
SDS) EESDT == BE DE sr Øe ens nt 
n—I n—1 7 I 22 P 


Rækken /p(s)= X 7" er da absolut konvergent for > op (< I) hvoraf følger 
ZA 


Eksistensen af en Konstant Xp, saaledes at, for0> 1, | Pr 
== S 


<kKr;lendvidereler 


Je (s) = &(s — sp + I) som bekendt en i hele Planen meromorf Funktion med den 
eneste Polk(afkrste Onde FE 55, 


Lad endelig £p være bestemt saaledes, at /p (s) for |s | <2.| sp + sp—1 |, inden- 
for hvilket Gebet 7» (s) jo er overalt regulær, er i absolut Værdi mindre end Zp. 
Vi betragter da Funktionen 
p==&%0 


F()= 2. év'.f9 (5), 


hvor de alle fra o forskellige Størrelser &p kun er underkastet Betingelserne: 
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Som man umiddelbart kan overbevise sig om, er dette imidlertid ikke 
Er: 


Tilfældet, saaledes har Rækken > VILE Konvergensabscissen då, = 0, 


medens den ved Rækken fremstillede Funktion C(s)(1I — 2:—5) er 
regulær ud over Konvergensgrænsen 6 = 0, ja er en hel Transcendent. 
(Indskrænker vi os derimod til kun at betragte Rækker med p0sz7ive 


Koemicienter some Eb KS ME (SY == ER er Forholdet et lignende sim- 


pelt som ved Potensrækken, idet Landau") for saadanne Rækker har 


C 
henses, 


ep << 
kp 


Kr 
hvor cp er saadanne positive Størrelser, at =cp er konvergent. 


I) Vi kan da bevise, at Z(s) fremstiller en i hele den endelige Plan meromorf 


Hunktionkmedkenestekbolert(afærstef Orden) Fi Punkterne" ss ens pE 
Dette følger umiddelbart deraf, at der indenfor en re i: REE Cp 
(P=1,2, ...) med Centrum i Begyndelsespunktet og Radius Rp = 4 | sp + sp, | 
gælder Ligningen: 
=P—1 p=% 
Fl) == 2, Ep /p (5) + Es Ep /p (3), 
p=1 p=P 


hvor den første Række paa højre Side af Lighedstegnet umiddelbart ses at frem- 


stillefenemeromorf Funktion kmed'der eneste Poler 575 N.s medens "den anden 


RækkeFhwusikedker > (s)' alle'er regulære for |s I Æpy i Følge den for p > P 
og |s|< Æp gældende Ulighed 


c 
rr Ka Fe 7 eo 


øjensynlig er ligelig konvergent indenfor Cirklen Cp og følgelig indenfor denne 
Cirkel fremstiller en overalt regulær analytisk Funktion. 


2) Endvidere kan F (s) for 0 1 fremstilles gennem en konvergent (endda absolut 


konvergent) Dørichlet'sk Række 5 nemlig gennem Rækken 
n 


p=&0 p==0 n==& NnN==c0 p==0 Nn=—==c0o 


ER ap, I a 
BNDES Ens SE DE Ep SE ER DS, SS ep. dpn= —. 
p==1 p=I1 NE=3 nS D==8 nm p—=—I N—I ” 


Den foretagne Ombytning af Summationerne (med Hensyn til henholdsvis p og z) 
er nemlig tilladelig for 05 1, da for 0> I 


S Le] De Er SBS Len SA DRESS  . Kp = 5, cp (konvergent). 
p=i næ p=1 p=T Kr ps=1 


1) Uber einen Satz von 7Sschebyschef. Mathematische Annalen Bd, 61. 1905. Side 536, 
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bevist, at Skæringspunktet mellem den reelle Akse og Konvergens- 
linien 0 = M, her altid, hvad enten Rækken i dette Punkt s = d, er 
konvergent eller divergent, er et for den fremstillede Funktion singu- 
lært Punkt. At de Prrichletske Rækker med positive Koefficienter 
imidlertid kun udgør en overordentlig speciel Klasse indenfor Mængden 
af samtlige Pzrichlet'ske, Rækker, fremgaar allerede deraf, at' for 
Rækkerne med positive Koefficienter Eksistensen af et todimensionalt 
Omraade -— en Strimmel —, indenfor hvilket Rækken er betinget 
konvergent, her paa Forhaand er udelukket). 


Det er ovenfor paavist, hvorledes man ikke, alene ud fra den 


Omstændighed, at den ved en PDrrichletsk Række % = definerede 
Funktion 7(s) er regulær for 0> 0,, kan slutte Konvergensen af % = 


for 0% 04, eller: anderledes" udtrykt: "det er påavist, atrdenne ones 
stændighed, der i Følge Sætning IV er en nødvendig Betingelse, 
ingenlunde er en tilstrækkelig Betingelse for Rækkens Konvergens i 
Halvplanen 0%> 0,;: og det er dermed givet, at. man, dersom” måansal 
opnaa en Bestemmelse af Konvergenslinien alene ud fra Kendskabet 
til de analytiske Forhold ved Funktionen 7(s), maa tage Hensyn ogsaa 
til andre denne Funktion karakteriserende Egenskaber end de, der er 
givne gennem den blotte Bestemmelse af Funktionens Forhold som 
henholdsvis regulær eller singulær. De i det foregåaaende fundne 
Resultater, og da særlig Sætning XII,- leder naturligt, som fremhævet 
af Franel”), til et Forsøg paa Konvergensproblemets Løsning der- 
igennem, at man under Betragtningerne ogsaa inddrager Funktionens 
Forhold for uendelig store Værdier af Ordinaten Z. 

Den første der med Udbytte har foretaget et saadant Forsøg er 
Landau?), hvis Undersøgelser senere er fortsatte af W. Schnee%) og 
senest genoptagne af Landau") selv. 


") $. Franel: V'intermédiaire des Mathématiciens, Bd. 3 1896, Side 103, knytter til en 
Formulering af Konvergensproblemet følgende Bemærkning: »Naar den rette 
Grænselinie (Konvergenslinien) ikke gaar gennem noget for Funktionen 7(s) singulært 
Punkt, vil der være Anledning til at undersøge, hvorledes denne Funktion forholder 
sig, naar Punktet s fjerner sig i det uendelige ad en Linie parallel med den 


imaginære Akse, og som er beliggende i den Del af Planen, hvor Rækken = 2 ikke 
n 

konvergerer absolut«, 

Beitråge zur analytischen Zahlentheorie 1, c. Side 252—255. 

” Zum Konvergenzproblem der Dirichlet'schen Reihen. Mathematische Annalen, Bd. 66 


1909, Side 337—349. 
t) Uber das Konvergenzproblem der Dirichlet'schen Reihen 1. c. Side 113—151. 


Sr 
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Som Hovedresultat har disse Mathematikere fundet følgende inter- 
essante Sætning"): | 


Sætning XIV: Lad %. være en Dirichlet sk Række, hvis Koeffi- 


. . mr BOE 
cienter a, for ethvert 07>0 opfylder Betingelsen im —+ =0, hvoraf følger, 
1 


at Rækken + hvert Tilfælde er absolut konvergent for 07> 1; lad end- 
videre den gennem Rækken definerede Funktion f(s) være regulær for 
ONE IN I se For OVE ne lfredsstillet Lrøjtingen 


SER ES Æ 0] 


2 
er (<i1) 


(ART Sætnms AIU just Punktet's ="'spiller'en særlig” R olle; skyldes 
naturligvis kun Sætningens Formulering og kan bortelimineres gennem 
en simpel Variabeltransformation s = s' + c). 

I' Sætning XIV er 'specielt (svarende: til £ = 0). indeholdt følgende 
bemærkelsesværdige Sætning ?): 


Sætning XV: Ær f(s) (om hvilken det antages, at den 7 en vis Halv- 


SS dn 


plan kan fremstilles gennem den Dirichlet'ske Række E BOE GE ØD) 


; ry, i 
feber or NI TODEIdarer > Få konvergent for 07> 02. 


Sætning SSEVE 02 "dene deri "indeholdte "Sætning: XV) giver, . som 
man ser, ud fra simple analytiske Egenskaber ved den ved Rækken 
fremstillede Funktion Zz/szrækkelige Betingelser for Rækkens Konver- 
gens i en vis Halvplan; derimod giver denne Sætning intetsomhelst 
Middel til en x07agtig Bestemmelse af Konvergenslinien 0 = å,; med 
andre Ord: Sætning XIV er ingenlunde at opfatte som en Løsning af 
de Diørichlet'ske Rækkers Konvergensproblem, men kun som et Skridt 
paa Vejen henimod dette Maal. 

Inden vi gaar over til at omtale nogle BLEE NER, der af For- 
fatteren er foretagne for at skaffe Klarhed over, hvad Art Resultater 
man overhovedet vil kunne opnaa gennem en videre Fremtrængen ad 
den Vej, Landau som den første er slaaet ind paa, skal forudskikkes 


1) Angaaende Beviset for denne dybtliggende Sætning henvises til Zandau: Uber das 
Konvergenzproblem l. c 

?) Schnee Il. c. Sætning XV kan, som fremhævet af Schree, ogsaa udsiges i følgende 
almindeligere Form: Ær 7(s) for 0 > 09 regulær samt, for ethvert nok saa lille &€ > 0, 


a 
re AO ØE] DN Fr konvergent for 0 > 00. 
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følgende Bemærkning, gennem hvilken en for det følgende bekvem 
afkortet Betegnelse indføres. 

Lad 7(s) være en Funktion, om hvilken det antages, at den i en 
vis Halvplan (for oc > 0') er defineret ved en konvergent DørichleP' sk 


Række 7 
som af endelig Størrelsesorden mea Hensyn til Ordinaten Z, ved 


… og låd, for 0%>04: (0,;<1 0); f (8) være "saavel seeren 


hvilket sidste Udtryk skal betegnes, at der svarende til et vilkaarligt 
lille £ eksisterer: en. Konstant c= c(£), saaledes at, for 0 => or 
F()= O(|e|d. 

F(s) = F(0 + zz) kan da sikkert ikke for nogen Værdi af 0> 0, og 
noget selv nok saa lille positivt Tal 5 være. lig O (|2| 2) "thi ehere 
vilde, idet, for C7> 0-1 HE SVO MM ved Anvendelse Rake 
Lindelof ske Sætning (Side 21) umiddelbart følge, at for alle tilstrække- 


lietstoreVærdierkalee: 
lin Flor SA SO: 
=00 


hvilken Ligning er i Modstrid med den Side 14 udledte, for tilstræk- 
kelig store Værdier af 0 og alle 2 gældende Ulighed 


FAE 
i hvilken” ax betegner .den første, fra 0" forskellige Køelficrenten 
Rækken % SEE 
Vi vil da ved u= u(0) (defineret for ethvert 0 SO] forsider 
sikkert eksisterende (ved et saakaldt Dedekind'sk Snit bestemte) 


endelige, og 12 Følge den foregaaende Bemærkning ikke negative, reelle 
Tal, for hvilket følgende to Betingelser er opfyldte: 


1 JSFN EO MENSA FOR als Er 0] 
2. f(0 + zz) er zkke lig O(|z|H—e) for noget selv nok saa lille £7>0. 


Da f(s) for 0>/ + £ (2 lig Rækkens absolute Konvergensabscisse) 
i Følge Sætning XI er lig O(1), og da u(6) overhovedet ikke kan 
være-negativ"'er forsk SSU GJESBO 

Endvidere kan man, ved Hjælp af den Zzudelof'ske Sætning, umid- 
delbart udlede: 


In at (0) er ENS KONUNUEVE FUN ELONE AJ EO EON, 

2. at. u(0) (der for'tilstrækkelig. store"ojorerllig 70) xaarder fars 
antager positive Værdier, da stedse vokser, naar 0 aftager, d.v.s. at der, 
dersom u(0;)->0, gælder Uliøheden 4(0.,)-> (07); zaår 0, > 0,03 108 
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BEER FR BOER EIDOS NER BOE OVERENS) For alle E> 0, 
men stkker lis QUINN For noget E——> 0. 

Med Benyttelse af den ovenfor indførte Betegnelse kan Sætning XV 
(i den i Note ?”) Side 27 givne almindeligere Skikkelse) nu ogsaa for- 
muleres saaledes: 


Er f(s) for 0> 06, regulær og af endelige Størrelsesorden, samt er, 
Foro ore OK ar er 2 


ad 
konvergent for 07> 09. 


Idet det imidlertid paa den anden Side umiddelbart følger af Sætning 
Må FE, 7- 293 == sikkert ikke kan konvergere længere, end saavel f(s) 
er regulær og af endelig Størrelsesorden, som ogsaa u(0)< I, rejser 
sig naturligt følgende Spørgsmaal "): 

EJOrUidtkersister ek der el saadantelale (Or = 1) Ta enhver 
Dirichletsk Række 5 er saa langt og kun saa langt konvergent, 
som følgende to Betingelser er opfyldte: 

1. f(s) regulær og af endelig Størrelsesorden, 

2. H(0) =$'. 

… Dette Spørgsmaal maa, i Modsætning til hvad man maaske paa 
Forhaand vilde have ventet, besvares benægtende. For at undgaa 
senere unødige Gentagelser vil vi imidlertid her i Stedet for straks 
at bevise, at dette er Tilfældet, først give det omhandlede Spørgsmaal 
en langt almindeligere, ja, i en vis Forstand sin almindeligste Skikkelse, 
i hvilken det naturligt falder i følgende to adskilte Spørgsmaal I og 2. 


Spørgsmaal 1: Æksziszterer der overhovedet et saadant Tal Yy>O, at 
man udfra Forudsætningerne : 


I. f(s) regulær og af endelig Størrelsesorden for 07> 6, og 
2 (OPEN ET OF ORE 09 


kan slutte Rækkens Konvergens for 0 > 09. 
Spørgsmaal 2: Æksisterer der overhovedet et saadant Tal V< 1, az 


; a 
man, udfra Forudsætningen: rer konvergent for 07> 0,, kan slutte: 


OSL For 0508 


7) Til Besvarelsen af dette Spørgsmaal giver de i Litteraturen forekommende Under- 
søgelser det og kun det Bidrag, at dersom der eksisterer en saadan Konstant g, 
denne da nødvendigvis maa være lig 4. At dette maa være Tilfældet, fremgaar af 

(mont 

WS 


Undersøgelser over den specielle Række = ing for hvilken tRække mani 


L-Funktionens Funktionalligning besidder et Middel til at diskutere den ved Rækken 
fremstillede Funktion £ (s) (1 — 2) —S. 
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Ligesom det ovenfor betragtede speciellere Spørgsmaal maa, som 
vi nu gaar over til at vise, ogsaa begge de sidste to almindeligere 
Spørgsmaal besvares benægtende. 

Ikke-Eksistensen af et Tal y>0, som tilfredsstiller de i Spørgs- 
maal I omhandlede Betingelser, fremgaar umiddelbart af følgende 
Sætning: 


dn 


$= 


Sætning XVI: Der eksisterer en Dirichlet'sk Række f(s)= % 


, 


der til Konvergensabscisse har Tallet 0, og for hvilken den fremstillede 
Funktion f(s) er regulær og af endelig Størrelsesorden for 0> — I, 


samt for hvilken 
EST SKO FOFSOE FO 
TO NESG TOR oo i 


Bevis: ba di SD SEE ET ED ES DR KIR SENERE NV ÆRE AR stedse 
voksende Følge af hele positive Tal, der' opfylder følgende Betingelser: 


ED Dee UNO AE 0 SENE 


7H=H—1 


2: ) PREEORD NSIOr SEN VErFLE GE > OD OR: 
7”1= I 
7112 = CO ; 
7 ; 
ar ) z er konvergent::for ethvert "o0—> 0,05 "ders ældereee 


”m— I 


711 = 


CS SoER; SE = (7): 
=— igningen pe z 


Pa 
m=n—+I1 


Vi skal da betragte den Perichlet' ske Række 


n—= cC0 


) "da AMOS SAR SE TØRg Be ARE ÆGE 84 [ NE 
10728 P3 (PE i Ps (ØER Pa BæSe 


n=I 


og om denne bevise, at den opfylder samtlige de i Sætning XVI om- 
handlede reder 


") Ved an = O(8,) respektive an = 0(8,), hvor 8, er positiv, skal forstaas, at 


Jen: EIN 
FRR < Konst., respektive at lim se: 


næ 
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Af Forudsætningen: SEE konvergent for 07>0 følger umiddelbart 


den absolute Konvergens af 2 forfo30 5% kan imidlertid 
overhovedet ikke være konvergent for 0<o, da for saadanne Værdier 
af 0 Rækkens Led ikke har Grænseværdien 0 for i det uendelige 
voksende Værdier af Mærketallet z. Følgelig faas: /= å, = 0. 
Af den, foreløbig kun for 0> 0 gældende, Ligning 
71t == CO 


=D &: ER å 


”m= I 


følger endvidere, idet for 0—> — I, 


NÅ de | 
me skere 


P m 


1 I 


| Dare Dias FIG] 


og idet følgelig Rækken 


771= 00 


DS ba re 


711 = I 


hvis enkelte Led er hele Transcendenter, er ligelig konvergent for 
OR ls EDER SE kr y at (ser overalt regulær "for 0 >—', 
samt at, for 0 > — I + £E, 


FO REN 
og heraf, at for sE>0>— 1 +£ 
FG) =0 (2). 


Af denne sidste Ligning (i Forbindelse med den for 0>/+E8=8£ 
sældendet Elsning HM (SY=SOCD) fremsaar dels vat" f(sYer af: endelig 
Størrelsesorden for 6 > — I, og dels, i Følge den Lindelof" ske Sætning, 
at for 82 0> — I + E 


DÅSE OB ERE I; (14) 


Vircåar snu over tilat" bestemme 1 (0f' tor alle.0 =— TIT. 

For cer (0) "0 hvoral ud fra Kontinuiteten aft (0) 
(for 005 1) følger, at ogsaa" u(0) =70; medens" af Ligning.(14) frem- 
Saaf, Vat for"0>0607>571,-1 (0]< 50 For, nu at, vise; at u(0) for 
0>0>— I ikke kan være mindre end — c (og følgelig at u (60) = — 0), 
eredetføjensynliot tilstrækkeliot”atsvise altfor ethvert 0 >08,>— — I 
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F(Sn) =F(50 + an) = Kan Pr + 0(p17 9%), (15) 
hvor den numeriske Værdi af X, for alle w» er større end en Konstant; 
thi heraf vil umiddelbart følge, at /(0, + 22) ikke for noget selv nok 
saa lille £> 0 kan være lig 0(2)7%—) og følgelig at u(6,)> — 08. 

Rigtigheden af Ligning (15) indses paa følgende Maade: 


m=00 
I I 


F(Sn) =7(% + 221) = 3 ba (ØRET SEE 


m=I1l 


”mH=— 1 772 = 00 


2 [ I I I I I I 
FE GE Fr ke al (Pr 5 DID ERR 


m=n—1 


771— I 
”1=n—1 7” == CO 


i —Sn AG ETS åd I RE 
(3 ga) torn =(+ 2) "]+0 (+ SER 
GE ”11=NH I 
0(p%) + pr pe 1—(1+7 KE (14) "14 2( BE. 
Pn Pn n Så BE FEE 
pa. pen [1 me] 4 0 (pe 9) = Ka pre 4 0 (pa) q. €. d. 


Ikke-Eksistensen af et Taf IT -< Ti for" hvilket de755 pørssmaglee 
omhandlede Betingelser er opfyldte, fremgaar af følgende Sætning. 


Sætning XVII: er eksisterer en Dirichlet'sk Række f(s)= == = 
med Konvergensabscisse X, = 0, for hvilken 
EJ OS OP GER] 
DAG) SANG =0for1i=0 > 0. 
Bevis: Lad 
Uj IL Sa] SYG «st Elle SE fe Be Re er I Eg ST fa TR re ERE 


være en uendelig Følge af hele positive Tal, som opfylder følgende 
Betingelser: 


BSA VV 
Bn =z tone hvor lim on = 0 og lim [rese == 10)" 
n=00 n=00 
Yar da; 
”t—= 00 


É dm 
og lad Koefficienterne am i Rækken S DE vare bestemte saaledes, at, 
DLT 


[le Fa ERE 507 FREE 15, MEE VEN SE By BIKE: 
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SE 0) KOR OT ASER 
SUT BE ORE REN MISSEDE; 
SE=% FORENER ra 
Bor al er SER S RS uden rat SK" dog for 00: nær- 


mer”sig"tilfnosen bestemte Grænseværdkrer 2 an > en oscillerende 
mellem; endelise=Grænser "og følgelig NY == 0!) 

Idet hr" ormed ører rer sishvertDilfælde for 0 == 1 1(0)=0 
Viæskalkmasvisemdbei oo ok RO 6] SI OS at rute, ikke kan 
være større end I — 06,, følger umiddelbart af den Lindeløf'ske Sæt- 
ning, idet det" erindres, at Z(s) er af endelig Størrelsesorden for 
NO sam Fe TS (172 FONT] FOS SF (TES EL 32) == OT] Hor hu 
at vise, at u(0,) er nøjagtig lig I — 6,, er det derfor tilstrækkeligt at 


vise, at 
FÅ OR ar SE RE Pr SO NER OR FO (DES dn], (16) 


hvor Æ er en fra o forskellig Konstant; thi heraf vil følge, at f(0,—27) 
ikke fortnosetiselv nok"sad lille"e£5'0"kantvære-lig "Of Fz 02) "og 
følgelig, at u(6,)> I — 09. É 

Rigtigheden at Ligning (16) indses paa følgende Maade: Sættes 


. . . . dm . 
0 2 Er (Som vist Side”4), idet rs er oscillerende mellem 


endelse Grænser for s = 0, 


1—= 


I 
FÅS) =-f (0,273) SS Bk: FT Sr or | Floor OEM BRO m==0) 


710 = I 


Rn I 12==00 


> Sim 7 HER 10 SE: DES tm (m ERD Ta SER (17) 


zl mn 


Bu Mfor FE I, altsaa sikkert for m > Ban, 


I I I JAGE n I ze, tres (: DELE 
ELDER —=— om (1 +) = — |I—e6e " d 
m”… (m+1)?" BE fe 740” 


sa An SE SAMAR (98 F 272) 
mm BET SE 


1) Er en Airichlefsk Række i en vist Punkt oscillerende mellem endelige Grænser, 
maa dette Punkt, som det umiddelbart følger af Sætning II, nødvendigvis' være 
beliggende paa selve Konvergensgrænsen co = 4,. 
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hvor F(x, m) er numerisk mindre end en absolut Konstant, faas 
al (17): 


E&RXS owl PLS YES 


Flo La) Se RE SRerÅ + LA 
ISS SE i 2 nm (m+ 1 PS Ban 


m— I M=(fn 


m1= 00 ”1—= 00 MO E 


> 5 SONG Sn?. F(x, m) | I ) 
Sm— FE Cc RE 
mt it BX En 0 DB) 7190 


m=ypnt! M=ER w=1 


M=Yn 77200 == 00 


re S Int får SEJE la. ) )= 
n ag CHER O n my td O IM +09 


m=$fBn m=Ynt I m=fn 


O(tå ar (1+90)(430)) = 0 (2901 da) + (6, + 20) - (Ba 7% + 0 (Ba) -+ OCT) 
4, 3 ØE 1—0 0 (1+5,) Å + O (2, 1—09 (1451). SEN == 
(9% + Fo) + (fam felter) + o(rs—%olH2a)) + O(e 80) 4 oral FLE lER 


i j ØR. —09(1+8,) sk OA Te md SS q. e. d. 


Efter i det foregaaende at have givet den fuldstændige Besvarelse 
af Spørgsmaalene I og 2, gaar vi nu over til at vise, hvorledes man 
ud fra Sætningerne XVI og XVII umiddelbart kan bevise følgende 
for Forstaaelsen af de Brrichlet ske Rækkers Konvergensproblem 
vigtige Sætning: 


Sætning XVIII: Lad f(s) være en analytisk Funktion, om hvilken 
det vides, at den 2 en vis Halvplan er defineret ved en konvergent 
Dirichletsk Række, og lad tøvrigt om Funktionen f(s5) være bekendt 
følgende og kun følgende Funktionen karakteriserende Egenskaber. 


I. Kendskabet til det, gennem et Dedekind'sk Snit bestemte, Tal 
0g,= 00, der er det mindste afsale'detreellet Tal nt bor HOR 
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F(s) for 0>0' saavel er regulær som af endelig Størrelsesorden med 
Hensyn til Ordinaten t, og 


2. Kendskabet for alle 07> 06, til Værdien af den til f(s) hørende 
Jor 07> 0, definerede u-Funktion. 


Funktionen f(s) er da 1 Almindelighed ikke derigennem karak- 
teriseret tilstrækkelig til, at en Bestemmelse af Konvergensgrænsen for 
den Funktionen definerende Dirichlet' ske Række overhovedet er mulig. 


Beviset for Sætning XVIII vil være ført, dersom vi kan paavise 


Eksistensen; af 2 Dirichlet ske Rækker f(s)= 2 == DST D (SNS, gg 
for hvilke for det første Funktionerne f(s) og g(s) begge er regulære 


og af endelig Størrelsesorden for 6 større end et vist Tal 6,, uden at 


bl 


nogen af dem opfylder begge disse to Betingelser for 07> 0, — £ 
(€ vilkaarlig lille positiv); og hvor endvidere de for 0> 06, definerede 
henholdsvis til f(5) og g(s) hørende u-Funktioner er identiske; men 


hvor dog de to Rækker 5% og es ikke besidder samme Konver- 


gensgrænse. 
Eksistensen af to saadanne Rækker kan efter de foregaaende Under- 
søgelser nu umiddelbart eftervises paa følgende Maade: 


Ek 


BRUGS TS ér være en Dørichlet'sk Række af deni Sætning XVI 


n 

omhåndlede; Artos lad: 2, (SY == 2 ge være en Drrichletsk Række af 
den i Sætning XVII omhandlede Art, for hvilken sidste vi dog ved 
en Variabeltransformation (s = s” + 1) har flyttet Konvergensabscissen 
fra Punktet o til Punket — 1. 

Funktionerne 7,(s) og 2,(s) er da begge regulære og af endelig 
Størrelsesorden i hvert Tilfælde for c'7> — i, og de besidder begge 
for > — I samme u-Funktion, nemlig 


z FN OFforror—'0 
AGE —0o for 0>0>— 1. 


For at undgaa en for vort Øjemed unødig Undersøgelse af Funk- 
tionerne 7 (s02 9 (s) for" 0 <-—-T adderes til begge Rækkerne 


— 3 


På: EL Om ig ledvis Rækken 277, der er absolut konvergent for 
60>—t1, og for hvilken den fremstillede Funktion C(s + 3) besidder 
en Pol'i Punktet s = — 12. 


De herved fremkomne Rækker: 


forst (74 (5 + 3) 
og : 
ORDNEDE za 
DE SS Eee 


tilfredsstiller da, som man umiddelbart indser, samtlige de i Sæt- 
ning XVIII omhandlede Betingelser; thi for det første er begge Funk- 
tionerne 7(s) og g(s) "regulære og af endelig Størrelsesordeneen 
60>—1 men ikke for 6 > — I — £, og for det andet er, for 0> — 4, 
u(o) den samme, hvad enten den tages af Funktionen 7f(s) eller af 
Funktionen g(s), nemlig: 

. INK fork o 0 

LÅGER ØB for oser 


ov endelissfordetitrediesharikækkernes == og % 2» forskellige Kon- 


vergensgrænser, nemlig henholdsvis Linierne 0o= I og 0 =0. 


Medens man, som tidligere omtalt, ud fra det blotte Kendskab til 
u-Funktionen hørende til den ved en Drørichlet'sk Række definerede 
Funktion 7(s) kan opstille dels nødvendige Betingelser (f. Eks. u(0) < 1) 
og dels tilstrækkelige Betingelser (f. Eks. u(6)= 0) for Rækkens Kon- 
vergens i en vis Halvplan, fremgaar det umiddelbart af Sætning XVIII, 
at man 7 Almindelighed ud fra det blotte Kendskab til u-Funktionen 
ikke kan opstille Betingelser, der er samtidig saavel nødvendige som 
tilstrækkelige for denne Konvergens, og det er dermed givet, at man 
i Almindelighed overhovedet ikke, ved udelukkende Hensyntagen til 
de Funktionen 7(s) karakteriserende Egenskaber, ud fra hvilke man 
hidtil har forsøgt at løse Konvergensproblemet, kan naa frem til en 
nøjagtig Bestemmelse af Konvergensgrænsen 06 = Mg. 

Sætning XVIII ligesom ogsaa visse af Perron?) fundne, i fuld- 
stændig anden Retning gaaende, Resultater, kunde synes at tyde hen 
paa, at det maaske overhovedet ikke er muligt at bestemme Kon- 
vergensgrænsen ud fra simple analytiske Egenskaber ved den ved 
Rækken fremstillede Funktion, eller anderledes udtrykt, at Konvergens- 
grænsen maaske overhovedet ikke er en Linie, der, fremfor andré 
Linier o = Konstant, spiller nogen fra et analytisk Standpunkt set 
særlig fremtrædende Rolle for den omhandlede Funktion. 


") Zur Theorie der Dirichlet schen Reihen, 1. c. 


3% 


Ogsaa ”denaf "Forfatteren "i, Afhandlingens - 2%t. Afsnit: opstillede 
Summabilitetstheori kunde synes at pege i denne Retning, idet det der 
vil blive vist, hvorledes man ved Anvendelse af de simplest mulige 
Udvidelser af Konvergensbegrebet kan opnaa at benytte Rækken som 
Funktionsfremstiller ogsaa i Omraader udenfor Rækkens Konvergenshalv- 
plan, og hvorledes man, hvad der i denne Sammenhæng er af særlig In- 
teresse, derigennem sættes i Stand til at forfølge Rækken til en saadan paa 
den reelle AkseRvinkelret. inie 0 AA" der kan bestemmes netopud 
fra de simple analytiske, Funktionen 7(s) karakteriserende, Egenskaber, 
om hvilke det ovenfor er vist, at man alene derudfra ikke kan naa 
til en nøjagtig Bestemmelse af Konvergensgrænsen 6 — Mg. 


Inden vi slutter dette Afsnit, skal endnu som en sidste Anvendelse 
af Sætning XVII paavises, hvorledes denne Sætning umiddelbart sætter 
oS"i Stand til at: besvare et hidtil aabent Spørgsmaal i de Dirichlet' ske 
Rækkers /Multiplikationstheort. 

il re FA REE am og 2 (S)= je: være 2. Derichlef ske Rækker, der 


here tere konversentel for "0 > 0; og lad 4(y == 2 == værerden ved 


formel Multiplikation udfra de 2 førstnævnte Drrichlets'ke Rækker ud- 
ledte Prrichlet'ske Række, d. v. s. lad Koefficienterne cx være bestemte 
ved Lionincen == 2-7» 61, hvor Summationen er at udstrække over 
alle saadanne Kombinationer m,Z, for hvilke m./=r. 

Idet berserdefsjyne"Rækker er: absolut konvergente; i hvert” Til 


lælde for70 4 indses umiddelbart, at. (S)= 2% a er konvergent 


(endda absolut konvergent)for 0%> I og her fremstiller Funktionen f (5) g (5). 


. . . Can 
Stieltjes") har imidlertid meddelt den interessante Sætning, af % e 
altid er konvergent ikke blot for 07> I, men for > 4. 
: Cå 
Cahen?) mente dernæst at have bevist Konvergensen af % pg for 


go. 
Landau?) paaviste imidlertid, at det af Cahen meddelte Bevis for 


1) Sur une loi asymptotique dans la théorie des nombres. Comptes rendus hebdoma- 
daires des séances de l'Académie des Sciences (Paris) Bd. Io1I. 1885. Side 369. 
Et Bevis for denne Sætning er først givet af Zandau: Uber die Multiplikation 
Dirichlet 'scher Reihen.  Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. Bd. 24. 
KOO7MRSIdEerTr2: 

ORC27end CSE Sider 00: 

3) Uber die Multiplieation l. c. Side 120, 
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denne Sætning var urigtigt; derimod viste det sig overordentlig vanske- 
ligt at afgøre, om ogsaa selve den af Cahen opstillede Sætning var 
urigtig, og først efter flere forgæves Forsøg!) lykkedes det Landau?) 
at besvare dette Spørgsmaal derigennem, at han støttende sig til Egen- 
skaber ved Funktionen CZ (s) (I — 2:—?) udledte ved Hjælp af den 
Rriemann'ske Funktionaligning for Z(s) og gennem Anvendelse af Sæt- 
ning XIII beviste; at:Rækken 2 an z= (> == k= (C(s) (I — 27 sy 


for tilstrækkelig store Værdier af det hele Tal g maatte have sin Kon- 
j — rindr 
vergensabscisse større end 0, hvoraf da umiddelbart, idet > 18 
er konvergent for 0>0, fulgte Urigtigheden af den Cacer'ske For- 
modning. 
Derimod er det ikke hidtil lykkedes at besvare følgende alminde- 
lige Spørgsmaal: . 
Hvilken er den nøjagtige Værdi for det sikkert eksisterende Tal a 
(der i Følge SZzeltj;es er mindre end eller lig I og i Følge Landau 


større end 0), for hvilket følgende 2 Betingelser er opfyldte: 


and Eee) 2 3 
I. Ær XT og XX — konvergente foro>0o, er= = altid konvergent 
HE SNIGE S DE S 
JOR OSRO KOG 


2. 7det & betegner et vilkaarligt lille positivt Tal, eksisterer der 


SKER ; a (4 
to Dirichlet'ske Rækker = — og % — begge konvergente for 0>0, men 


; c, > ; 
Jor hvilke Produktrækken Z— har sin Konvergensabscisse større end 
nm 


QUE 


Gennem Sætning XVII er Forfatteren nu sat i Stand til at bevise 
nedenstaaende Sætning, af hvilken umiddelbart fremgaar, at dette 
Spørgsmaal er at besvare derhen, "2. 7Tallet da netop er. lig det ieden 
Szreltjes'ske Sætning forekommende Tal 2. 


dn 


Sætning XIX: Der eksisterer to Dirichlet ske Rækker f(s) = = 


1) 1, c, Side 123—125, Ogsaa Madamard: Sur les séries de Prørichlet. Rend. d. Circ. 
Mat. d. Palermo. Bd. 25. 1908, S. 326—330 og Perron 1. c. hvilke begge har 
givet vigtige Bidrag til Belysningen af andre af Caxen (1. c.) med urigtigt Bevis 
opstillede Sætninger, beskæftigede sig forgæves med den Caher'ske Multiplikations- 
formodning. 

”) Beitråge zur analytischen Zahlentheorie, 1, c. Side 265. 
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6 "he : 
oe 7 (V'S i begge konvergenute for 0>0, for hvilke Produktrækken 


Cn . . 
JA(S)y:—= == til Konvergensabscisse netop har Tallet å. 


Bevis MESæR es EA (SNE (SR LES 


dg NOE GE 25 dn er 

17 nm 

en DirichlefskRRække af "den 1 Sætninoe XVIISomhandledeFArt med 
2 

SE (z SQ = (£(5)7 sikkert ikke 


10 
have sin Konvergensabscisse mindre end 1; thi, idet for Funktionen £(s) 


UOE E——0, lor 0: <E O7ST, 
er for Funktionen sr 5)” 


HlG ER 220 OL OC GIOT: 
altsaa 


UGE LSE LOK OS, 


heraf følger imidlertid umiddelbart, at 4 ()= 22 ikke kan være 


konvergent for 0 < I, thi ingen Dørichlet'sk Række kan konvergere 
lænsere:end”W(0IET. gqserd! 


ANDET AFSNIT 


DE DIRICHLET'SKE RÆKKERS SUMMABILITETSTHEORI 


(N 


Indledning. 


I den klassiske Lære om de uendelige Rækker skelnes mellem 
paa den ene Side de konvergente Rækker som de, der er anvendelige 
til Fremstilling af et bestemt Tal (Rækkens Sum), og paa den anden 
Side de drvergente Rækker, hvilke ikke tillægges' denne Egenskab. 

I de seneste Aartier har man imidlertid paa forskellig Maade og 
med større eller mindre Held forsøgt at flytte dette Skel for derigennem 
at opnaa, at ogsaa visse Typer af divergente Rækker bringes til at 
falde ind under Kategorien: »til Fremstilling af et bestemt Tal brug- 
bare«. Rækker. 

Vi skal indlede dette Afsnit med i al Korthed at skitsere Arten 
af de Forhold, der har ledet til eller, om man vil, fremtvunget saa- 
danne Forsøg, samt gennem enkelte Eksempler oplyse, hvilke Fordele 
man kan vente at opnaa og allerede har opnaaet ad denne Vej. 

En af de hyppigst anvendte Operationer i Analysen er den, ved 
Hjælp af de sædvanlige Regningsarter at kombinere forskellige uende- 
lige Rækker. Vi skal her betragte de Forhold, som Anvendelsen af 
de simpleste saadanne Regneoperationer, nemlig Addition, Subtraktion 
og Multiplikation, frembyder. 

Lad Zu, og Zw, være to uendelige Rækker; der gælder da som 
bekendt Sætningen: "Er uro. ya konvergente ”med. henholdsvis 
Summerne UV og V, da er Rækkerne X (4%, + Vn) og % (4 — 71) atter 
konvergente og har henholdsvis Summerne V + Vog U—V. Med 
andre Ord: Konvergensegenskaben er invariant overfor Operationerne 
Addition og Subtraktion. 

Betragtes derimod Multiplikationen!), stiller Sagen sig anderledes ; 
her gælder som bekendt ingenlunde Sætningen: Er % 4, og %% kon- 


co 


00 
1) Ved Multiplikation af to uendelige Rækker %, un og % vn forstaas her og i det føl- 
1 1 
"gende Multiplikation efter Cauchy's Regel; (d.v.s. det almindelige Led i Produkt- 
00 


rækken %wn er bestemt gennem Ligningen on =%,VYn +%9%n—14... F24n—1v8 + %0v,). 
t 
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vergente, da er ogsaa Produktrækken % w, konvergent. Rækken 2 2%1n 
bliver i nogle Tilfælde konvergent, i andre derimod ikke; ligesom det 
ogsaa kan indtræffe, idet %%,, Zu, og ZZ, er tre konvergente Rækker 
at: Produktrækken. 270, "dånnet "ud fra 227 02272, ] bliver RR 
divergent, medens den formelt dannede Produktrække ud fra Rækkerne 
Zw, og ZZ, atter bliver konvergent. Konvergensen er saaledes ingen- 
lunde en invariant Egenskab overfor Multiplikationsoperationen; naar 
man gaar ud fra konvergente Rækker, kan den som Enderesultat af 
Multiplikationerne fremkomne Række snart blive konvergent, snart 
divergent. 

Der rejser sig da naturligt det Spørgsmaal: Er det ikke muligt 
bfennem "en =Udvidelse "af: "Konversensbeégrebet,,"d: v.'s. wennemmen 
Udvidelse af Omraadet for de uendelige Rækker, man vil opfatte 
som brugbare til at fremstille bestemte Tal, at opnaa, at — ligesom 
Konvergensegenskaben var invariant overfor Operationerne Addition 
og Subtraktion — den Egenskab, der karakteriserer en Række som 
tilhørende det udvidede Brugbarhedsomraade, bliver invariant ogsaa 
overfor Multiplikationsoperationen. 

Dette Spørgsmaal er paa overordentlig elegant og fuldkommen 
Maade løst af Cesåro i det berømte Arbejde: »Sur la multiplication 
des sériessY), der kan siges at have dannet Udgangspunktet for de 
senere Tiders Undersøgelser over divergente Rækker. 

De af Cesåro i dette Arbejde indførte Udvidelser af Konvergens- 
begrebet defineres, idet vi benytter noget ændrede Betegnelser, som 


følger: 
2z==C00 


Lad ) Un være en uendelig Række med konstante Led, og lad 


H= I 


os sætte 
SEE re ISS: FE MÅ 
SÅEDE AS) ER Soren ES ERE NREN es RK ALE ERR ERE] SE ALERT: CITER 
27 aa I n 7 bj n GÆT I n g 
Rækken. Z un -Skal:da siges at være, summabel af O0£ Orden (eller 
konvergent) med Værdien (Summen) U, dersom lim S?? = U; sum- 
n= 00 
2 £ I å 
mabel af I'<£ Orden med Værdien U, dersom lim EEN REESE 
== CO 


mindelighed summabel af re Orden med Summabilitetsværdien U, dersom 
BIDE REES 
lim ——— =— VU. 

V/A 


72 = CO 


") Bulletin des Sciences Mathématiques, Ser. 2, Bd. 14, 1890, Side 114—120. 
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Idet, dersom lim SØ” — VW, som bekendt ogsaa 
H=— 00 
j (Qi : "IB AGILE pege 
== im i: ai ver 
Æ=e,e) nm n= 00 11 


ses det, at….en konvergent. Række med Summen: W altid. tillige er 
summabel af 1stf Orden med Værdien VW, medens den omvendte Sæt- 
ning naturligvis ikke gælder; paa lignende Maade kan det i Alminde- 
lighed (d.v.s. for vilkaarligt 7) let vises, az, dersom 


lim 
71= CO nm 
da ogsaa 
ESSAY] å 
ALA MEE Uk 


d.v.s.: em af re Orden summabel Række er altid tillige summabel af 
(7 + 1)" Orden og med den samme Summabilitetsværdi. 

Ud fra disse Definitioner beviser Cesåro følgende overordentlig 
interessante Sætning: 

Er Zu, summabel af pt Orden med. Værdien U, ZX va summabel 
af g€ Orden med Værdien V, da er Produktrækken Zw, altid sum- 
mabel af (b+ 9 + 1) Orden med Værdien UV!) 

Kaldes i Almindelighed en uendelig Række summabel med Vær- 
mens Udersomeder "overhovedet findes: et saadant helt Tal 7>0; 
at Rækken er summabel af rz'fe Orden (og da naturligvis tillige af 
(+ 1), (+ 2'8 ...- Orden) med Værdien VW, følger umiddelbart 
af den Cesåro'ske Sætning, at, dersom Zu, er summabel med Vær- 
diten U, Zv, summabel med Værdien V, Produktrækken Zw, da altid 
er summabel med Værdien UV, med andre Ord: Summabilitets- 
egenskaben er invariant overfor Multiplikationsoperationen, ligesom 
ogsaa, som man umiddelbart overbeviser sig om, overfor Operationerne 
Addition og Subtraktion. 

De Cesåro'ske Udvidelser af Konvergensbegrebet beror derpaa, at 
man, i Stedet for som ved Konvergensen umiddelbart at gaa til 


1) Specielt svarende til ps = g = 0 udsiger den Cesåro'ske Sætning, at, dersom =wn og 
Zvn er konvergente med henholdsvis Summerne XY og V, Produktrækken =wn da al- 
tid er summabel af Iste Orden med Summabilitetsværdien U/; denne sidste Sætning 
indeholder som specielt Tilfælde den A66/'ske Multiplikationssætning (Æuvres Bd. 1, 
Side 225), der udfra de samme Forudsætninger udsiger, at, dersom =wn er konver- 
gent, den da altid har Summen UV, 
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Grænsen med selve Partialsummerne S/?), gaar til Grænsen med visse 
mere og mere udjævnede Middelværdier af disse Partialsummer. Det 
maa iøvrigt her fremhæves, at Cesåro ikke er den første, der har be- 
mærket de vigtige Fordele, man i de uendelige Rækkers Theori kan 
opnaa ved Betragtning af saadanne Middelværdidannelser. Saaledes 
har Frobenius") allerede i Aaret 1880 for Potensrækkerne bevist en 
interessant Sætning, der, idet vi benytter de ovenfor indførte Beteg- 
nelser, lyder som følger: 


H= 00 
Bedst) NE x" være en Potensrække med Konvergensraditus 1, 
H=1 ; 
1—= 00 
og lad Rækken Bie d.v.s. Potensrækken 1 Punktet 1, være sum- 
2 I 


mabelaftit Ordenemed værter eN R Er 
Hen SE ET 
= I 


naar x gaaende ud ad Radius vector nærmer sig til Punktet 1 paa 
Konvergenscirklen ?). 
Denne Frobenius'ske Sætning er senere af Holder?) udvidet til føl- 
gende almindeligere Sætning: 
Er Koefjicientrækken Za, summabel af rt Orden med Værdien Å, 
da er 


lim SE 


Xx=I 


dersom x ad Radius vector nærmer sig til Punktet VW). 


1) Uber die Zeibniz'sche Reihe: Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 89, 1880, Side 262—264. å 

”) Denne Frobenius'ske Sætning danner Udvidelsen af følgende af Abe/ givne Sætning: 
Ær Zan konvergent med Summen A, er lim f(x) = ÅA. Et særligt interessant Eksem- 
pel paa Anvendelsen af den Frobenius'ske Sætning afgiver Potensrækken 


24 
NE DE 


I + x 


her er Rækken I — I + I — 1.... summabel af 1ste Orden med Værdien 2 i Overens- 


ENKE : I 
stemmelse med Ligningen lim ==, 
SN -- Xx 


co 
ek. 


"Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze. Mathematische Annalen, Bd. 20 
LSS2ÆSIdERS 35: ' 

Hølder betragter deg Middelværdidannelser af anden og for Anvendelsen mindre 
bekvem Art end de Cesåro'ske.  Schunee (Die Identitåt des Cesåro'schen und 
Hølder'schen Grenzwertes, Matbematische Annalen 1909, Side 110—125) har imidler- 
tid bevist, at de Cesåro' ske og Hølder'ske Definitioner i Realiteten er at anse som 
ensgyldige. 


EN 
me 
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I de seneste Tider har man paa forskellige Punkter i Analysen op- 
naaet interessante Resultater gennem Anvendelsen af i Cesåro'sk For- 
stand summable Rækker. Som maaske det vigtigste af disse Resultater 
skal her blot flygtig nævnes de af Fejér for de Fourier' ske Rækker 
fundne Sætninger. Arten: og Vigtigheden af disse Sætninger, ved 
hvilke forøvrigt kun Summabilitet af 1stt Orden kommer til Anvendelse, 
fremgaar af følgende Sætning, der som specielt Tilfælde er indeholdt 
i de Fejér'ske Resultater: 

Betegner f(%) en 7 Intervallet O til 2m kontinuert Funktion, da er 
den til f(x) hørende Fourier'ske Række 


k | modet ST) Fa) cos fr (a— 2] da 


”—=I (9) 


(hvilken Række i Følge du Bors-Reymond ingenlunde behøver at være 
Konvergent fortale Vværdjer tal rx "mellem -0 og 27) alkd 1 ethvert 
Punkt af Intervallet 0 til 2m summabel af 1 Orden med Summabili- 
tetsværdien f (4). 


Vi gaar nu over til at betragte et andet Forhold, ved hvilket man 
ligeledes naturligt føres ind paa Spørgsmaalet om divergente Rækkers 
Anvendelse til Fremstilling af bestemte Tal. 

== 00 


Fr RD” (zkværesensuendelis Rækkehvis ES) 
er Funktioner af en kompleks Variabel x, og lad os antage, at denne 
Række er konvergent i et vist sammenhængende Omraade G og her frem- 
stiller en analytisk Funktion, medens Rækken er. divergent udenfor Om- 
raadet G, hvis Begrænsning vi vil antage ikke er nogen naturlig Grænse- 
linie for Funktionen F(x), (ved en naturlig Grænselinie for en analytisk 
Funktion forstaas som bekendt en Linie, hvis Punkter alle er singulære for 
Funktionen). Der rejser sig da naturligt det Spørgsmaal, om det ikke 
er muligt gennem en Udvidelse af Konvergensbegrebet at opnaa,. at 
den omhandlede Række ogsaa bliver anvendelig i Omraader udenfor 
Konvergensomraadet G, og saaledes, at den Funktion, Rækken i disse 
nye Omraader gennem de udvidede Definitioner fremstiller, netop 
bliver den analytiske Fortsættelse af den ved den konvergente Række 
indenfor G definerede Funktion F (4). 

Dette Spørgsmaal er for Potensrækkens Vedkommende med Ud- 
gangspunkt i det Cesåro'ske Arbejde behandlet af en Række Mathe- 
matikere, blandt hvilke særlig maa fremhæves Zorer. 
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En Potensrække har som bekendt sit Konvergensomraade begrænset af 
en Cirkel, den saakaldte Konvergenscirkel, og man kunde da naturligt 
spørge: findes der ikke Omraader gaaende ud over Konvergenscirklen, 
indenfor hvilke Potensrækken er summabel i Cesåro'sk Forstand? Dette 
Spørgsmaal maa imidlertid besvares benægtende, idet, som man meget 
let kan overbevise sig om, saadanne Punkter, i hvilke en Potensrække er 
summabel uden tillige at være konvergent, altid — ligesom de Punkter, 
i hvilke Rækken er betinget konvergent — maa være beliggende paa 
selve Konvergenscirklen. Dette Forhold, der skyldes den saa »stærke« 
Divergens af en Potensrække udenfor sin Konvergenscirkel, har gjort, 
at Borel for at opnaa at gøre Potensrækken »brugbar« som Funk- 
tionsfremstiller ogsaa i Omraader beliggende udenfor Konvergens- 
cirklen har maattet anvende ganske andre Udvidelser af Konvergens- 
begrebet end de. Cesåro'ske: og har "maattet "ty til langt ykraftisere 
Midler, end de af Cesåro benyttede, for af den divergente Potensrække 
at kunne tvinge et bestemt Tal frem som Rækkens Værdi; saaledes 
har Borel i sine Definitioner maattet anvende en dobbelt Grænseover- 
gang, medens der ide Cesaro'ske Definitioner, ligesom"idesædvanm 
lige Konvergensdefinitioner, kun forekommer en enkelt Grænseovergang, 
og det er for en væsentlig Del netop denne sidste Omstændighed, der, 
som vi i det følgende skal se en Række Eksempler paa, gør, at man 
næsten ligesaavel kan operere med en i Cesåro'sk Forstand af r'£ Orden 
summabel Række som med en konvergent Række. 


Vi vender os nu herfra til Betragtningen af vort egentlige Emne, 
dn 


den Przrichlet'ske Række % ig 


Den Omstændighed, at denne Rækketype i Almindelighed besidder 
et todimensionalt Omraade, indenfor hvilket Rækken er betinget kon- 
vergent — og det er netop denne Omstændighed, der, bortset fra de 
taltheoretiske Anvendelser, har givet Studiet af de Prørichlet'ske Rækker 
dets særlige Interesse — i Forbindelse med den Omstændighed, at 
Begrænsningslinien for en Dzrichlet sk Rækkes Konvergenshalvplan, i 
Modsætning f. Eks. til Konvergenscirklen ved en Potensrække, ikke er 
en saadan Linie, der synes at spille nogensomhelst særlig udpræget 
Rolle for den ved Rækken fremstillede Funktions analytiske Forhold, 
bragte Forfatteren paa den Formodning, at man maaske ved den 
Dirichlet'ske Række var særlig langtfra at have udnyttet =.Rækkens: 
funktionsfremstillende Evne alene gennem en Betragtning af Rækken 
der, hvor den er konvergent, eller anderledes udtrykt, at man maaske 
overfor de Drørichlet ske Rækker paa ganske anderledes simpel Maade 
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og med større Fordel end ved Potensrækken kunde bringe Udvidelser af 
Konvergensbegrebet til Anvendelse. Det viste sig, at dette var Til- 
fældet, ja, at allerede de allersimpleste Udvidelser af Konvergensbe- 
grebet, nemlig de, der er givne gennem de ovenfor omtalte Cesåro'ske 
Summabilitetsdefinitioner, kunde benyttes med Fordel, ja saa at sige 
var som skabte til Anvendelse overfor de MPrørichlet' ske Rækker, idet 
disse Rækker viste sig i Almindelighed at besidde todimensionale 
Omraader, indenfor hvilke Rækkerne var summable uden samtidig at 
være konvergente: 

Ligesom Konvergensomraadet er ogsaa Omraaderne for henholdsvis 
Summabiltet af Fan re. Orden alle Haluplaner afgræn- 
sede af rette Linier vinkelrette paa den reelle AÅkse; indenfor disse 
Omraader fremstiller Rækken gennem sin Summabilitetsværdi — og 
først herigennem faar den hele Theori sin Betydning — wetop den ana- 
lytiske Fortsættelse af den ved Rækken indenfor sit Konvergensomraade 
definerede analytiske Funktion. 

Det viste sig endvidere, at saa at sige alle Sætninger gældende 
for Drrichlet ske Rækker i deres Konvergensomraader med. Benyt- 
telse af de rigtige Synspunkter kunde overføres til ogsaa at gælde 
for: Rækkerne i deres Summabilitetsomraader, ja denne Overensstem 
melse lader sig saaledes gennemføre, at man i Virkeligheden ikke be- 
høver først for sig at betragte Forholdene i Konvergensomraadet og 
dernæst for sig Forholdene i Summabilitetsomraaderne, men ligesaa 
vel straks kan opbygge Theorien for Rækkerne i deres Summabilitets- 
omraader af vilkaarlig 7'" Orden og derefter, dersom man ønsker at 
faa de i Konvergensomraadet gældende Sætninger frem, blot behøver 
ide” fundne almindelige”, Sætninger "specielt: at tillæge: »— Værdien. 0. 
Vi skal saaledes f, Eks. se, at en Prrichlet'sk Række i sit rt Summa- 
bilitetsomraade fremstiller en overalt regulær analytisk Funktion, at 
denne Funktion tilhøjre for Summabilitetsgrænselinien er af lavere end 
r + 1t€ Orden med Hensyn til Ordinaten 2Z o.s. v. 

Gennem Indførelse af Summabilitet opnaar man imidlertid ikke 
blofmedfuendelis, mange.Omraader (svarende: til 71724) "og 
Omraader, der hver for sig spiller en ganske lignende Rolle som Om- 
raadet for den betingede Konvergens — at kunne udvide det Gebet, for 
hvilket man gennem Betragtning af selve den Dørichlet'ske Række kan 
studere den ved Rækken fremstillede analytiske Funktion, men — og 
dette er at anse som et Hovedpunkt i de Prørichlet'ske Rækkers Sum- 
mabilitetsteori — man naar tillige gennem Summabilitetens Indførelse, 
og først gennem Summabilitetens Indførelse, Zz/ ved Hjælp af selve 

4 


BO 


Rækken at kunne forfølge den ved Rækken fremstillede Funktion til 
en saadan Linie, der, i Modsætning til Konvergenslinien, spzl//er en 
væsentlig indgribende Rolle for denne Funktions analytiske Forhold, 
d.v.s. til en saadan Linie, der umiddelbart uden Kendskab til selve 
Rækken lader sig bestemme ud fra det blotte Kendskab til visse 
væsentlig karakteriserende Egenskaber ved den fremstillede Funktion. 


Efter at have forudskikket disse indledende Bemærkninger, gaar 
vi nu over til i al Korthed at give en Oversigt over Indholdet af 
Afhandlingens 2%t Afsnit, i hvilket er forsøgt at opbygge en. syste-- 
matisk Summabilitetstheori for de Przrichlet ske Rækker. For at gøre 
Læsningen saa overskuelig som mulig, er dette Afsnit inddelt i mindre 
Paragraffer, saaledes at den enkelte Paragraf, om end den vel bygger 
paa de Resultater, der er fundne i de foregaaende Paragraffer, dog 
saavidt mulig danner en Helhed for sig. 

I &$1 opstilles nogle almindelige Sætninger om i Cesåro'sk Forstand 
summable Rækker; for nogle af disse Sætninger — og her tænkes 
da navnlig paa Sætning I, der danner Udvidelsen til summable Rækker 
af den for konvergente Rækker gældende Wererstrass'ske Fundamen- 
talsætning — gælder den Bemærkning, at Grunden til, at disse Sæt- 
ninger hidtil ikke er opstillede i deres Almindelighed, vel for en væsentlig 
Del maa søges deri, at det ved den af Forfatteren opstillede Theori for 
Dirichlet ske Rækker synes at være første Gang, man har benyttet i 
Cesaro'sk Forstand af rf Orden summable Rækker til i todimensionale 
Omraader at fremstille analytiske Funktioner. 

I $2 bestemmes Arten af de Omraader, indenfor hvilke en 


Dirichletsk Række er summabel af henholdsvis 1ste, 2dem,, | ge 
Orden; det vises, at disse Omraader alle er Halvplaner, begrænsede 
af paa den:reelle'Akse"vinkelrette Liner CNE FO ER GER RER 


samt at den tilhøjre for Linien 60 — AX, af 7'e Orden summable Række 
gennem sin Summabilitetsværdi fremstiller en overalt regulær analytisk 
Funktion, der for A, > 0 > År giver den analytiske Fortsættelse af den i 
Konvergensomraadet (d. v. s. for 07> 4) ved Rækkens Sum definerede 
Funktion 7 (s). 

For straks at vise en Anvendelse af de i $2 fundne almindelige 
Resultater, studeres dernæst i $3 Summabilitetsforholdene for en 
særlig Type af PDzrichlef' ske Rækker, en Type, der som specielle T;jl- 
fælde omfatter saadanne Rækker, der spiller en vigtig Rolle i den 
analytiske Taltheori. &$3 afsluttes med en Sammenligning mellem 


BI 


dn 
11 


Summabilitetsforholdene for henholdsvis Rækken % og Rækken 


sr 2; (a vilkaarlig kompleks). 


I $4 gives Bestemmelsen af den 7" »Summabilitetsabscisse« A, 
som Funktion af Rækkens Koefficienter; de herved fundne almindelige 
Resultater benyttes derefter specielt til — hvad der er af Betydning 
for de følgende Undersøgelser — at fastslaa Eksistensen af visse 
Dirichlet ske Rækker med særlig simple Summabilitetsforhold. 

S 5 beskæftiger sig med Problemet:. Summabilitetsabscissernes For- 
deling, af hvilket Problem der gives den fuldstændige Løsning. 

I $6 behandles Rækkens Forhold ved Tilnærmelse til Punkter 
paa selve Summabilitetsgrænsen o = A,; der bevises en almindelig 
Sætning, der som meget specielt Tilfælde omfatter den i første Af- 
snit omtalte Dedekind-Cahen-Schnee'ske Sætning omhandlende Tilnær- 
melse til Punkter paa Konvergensgrænsen. 

[ES undersøges knærmeresdensvedken Derzichlet.sk. Række i sine 
Summabilitetsomraader fremstillede analytiske Funktion, særlig dens 
Forhold for uendelig store Værdier af Ordinaten Z; der meddeles 
herom dels en Sætning omhandlende Funktionens Størrelsesorden med 
Hensyn til Ordinaten Z, dels en Sætning, der viser Eksistensen af en 
Middelværdi — og angiver denne Middelværdi — for Funktionsværdier 
antagne i Punkter af en vilkaarlig ret Linie vinkelret paa den reelle 
Akse og beliggende i det indre af Rækkens Summabilitetsomraade. 

Endelig løses i Afhandlingens sidste Paragraf (8 8) et Problem, 
som man, i Analogi til hvad der i første Afsnit er betegnet som de 
Dirichlet ske Rækkers Konvergensproblem, passende kunde betegne 
som de Dørichlet'ske Rækkers Summabilitetsproblem, nemlig det Pro- 
blem, der knytter sig til Spørgsmaalet om en nøjagtig Bestemmelse — 
udfra det blotte Kendskab til den fremstillede Funktions analytiske 
Forhold — af Begrænsningslinien c= Å for den Halvplan, indenfor hvilken 
Rækken overhovedet er summabel. Det vises, hvorledes en saadan 
Bestemmelse er mulig og afhænger af to væsentlige Faktorer, nemlig 
dels Funktionens Forhold som regulær eller singulær og dels Funk- 
tionens - Størrelsesorden for i det uendelige voksende Værdier af 
Ordinaten zZ. Ved denne Bestemmelse viser der sig at kunne tænkes 
tre forskellige mulige Tilfælde, og det eftervises, at disse tre Tilfælde 
virkelig ogsaa alle kan forekomme. Paragraffen slutter endelig med en 
almindelig Sætning om Drrichlet'ske Rækkers Multiplikation. 
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Nogle almindelige Sætninger om summable Rækker. 


n= CO 
Lad Un være en uendelig Række med konstånte Led; Fostlad 
n= I 
os sætte 
MEN ”mM=H m=2 
STE > JESSEN DS KS ME SLS TA HANNES ) Sa 
m=I m= 1 ”1— 1 
”—= 00 


Rækken ) Un Skal da, som allerede berørt i Indledningen, siges 


w—I 
at være swømmabel af rt Orden med Værdien U, dersom 


STDELAR 
"ZA 


Lr: 


lim 
IE=BO 


Endvidere skal Zw, siges at være »summabelt oscillerende af rt 

: SP r| 
Orden mellem endelige Grænser«, dersom KSKSALSA for alle z holder 
sig numerisk mindre end en Konstant uden dog for » = 00 at nærme 


sig til nogen bestemt Grænseværdi. 
zw=C00 


Betragtes nu en uendelig Række » Un (5), hvis enkelte Feder 


77—=1 
Funktioner af en kompleks Variabel s, skal denne Række siges ZzZ et vist 


Gebet G at være ligelig summabel af rt Orden med Summabilitets- 
SPr| 


i (hvor S/” er 


værdien U(s), dersom, for s tilhørende Gebetet G, 


dannet ud fra u%"e€ gennem Ligningerne (1) og følgelig her bliver en 
Funktion af 5), idet » gaar mod 00, gaar ligelig mod Grænseværdien U/(s). 


53 
Der gælder da følgende Fundamentalsætning: 


Sætning I: Æw z et vist sammenhængende Gebet G af rt Orden 
ligelig summabel Række Zuz(s), hvis enkelte Led u4(s) i Gebetet G 
er overalt regulære analytiske Funktioner, fremstiller gennem sin Sum- 
mabilitetsværdi U(s) en 7 G overalt regulær analytisk Funktion. End- 
videre tør 1 Gebetet G Zu2(s) differentieres et vilkaarligt Antal Gange 
ledvis, d. v. s. den p Gange ledvis differentierede Række Zu? '(s) er 
atter summabel af re Orden og fremstiller gennem sin Summabilitets- 
værdi netop Funktionen UW), 


Bevis: Af Bestemmelsesligningerne (1) følger, som man gennem 
Induktion umiddelbart kan overbevise sig om, Identiteten: 
ByTT n+r—I nm — 7r— 2 FOR 
Se 


idet saaledes SØ?” er en lineær Funktion af de x første Led i Rækken 
ZUun(s), og da Leddene %,(s) i Følge Forudsætning alle er i G regulære 


analytiske Funktioner, indser man umiddelbart, at Størrelserne S/” og 
(r) 


77" 


følgelig ogsaa Størrelserne ligeledes bliver i G regulære analytiske 


Funktioner. . 
Af denne sidste Bemærkning, i Forbindelse med den, for s til- 
hørende G, gældende Forudsætning: 


SEES 7] 
lim 


r 
n—=C0 n 


ligelig lig U(s), 


følger nu af den Side 7 (Note ”)) omtalte Wezerstrass'ske Sætning, at 
Summabilitetsværdien V(s) er en i G overalt regulær analytisk Funk- 
tion, hvormed den første Paastand er bevist. 

For derefter at bevise Tilladeligheden af at differentiere Z%,(s) et 
vilkaarligt Antal, p, Gange ledvis, kan vi først ved Hjælp af den 
Weterstrass'ske Sætning umiddelbart slutte, at i Gebetet G 


(r) | (p) 
lim FA = UW (s) (3) 


r= CO 


Da nu imidlertid som ovenfor fremhævet sn er en lineær Funk- 
tion af et endeligt Antal Led i Rækken %%n(s), gælder øjensynlig 
Ligningen: 

(sm) — St). 
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hvor sø er dannet paa ganske samme Maade ud fra den p-Gange 
ledvis differentierede Række 4 (5), som S” er dannet ud fra den 
oprindelig givne Række %%n(s). Ligning (3) kan derfor ogsaa skrives 
paa følgende Form: 


hin SERENE EY 


11— 00 


denne sidste Ligning udsiger imidlertid netop, at Rækken Zu (s) er 
summabel af 7'e Orden og til Summabilitetsværdi har Størrelsen VØ)(s). 
qet 


Nær til Beviset for Sætning I slutter sig Beviset for følgende Sætning: 


Sætning II: Lad Zu4(s) være en uendelig Række, hvis Led Un(S) 
er Funktioner af en kompleks Varrabel s, og som alle er integrable 


Funktioner af s, naar til Integrationsvej vælges en vis endelig Kurve 
; == 00 


L + den komplekse Plan; dersom da tillige Rækken ) En (s) for alle 


nA=1 
Værdier af s beliggende paa Kurven L er ligelig summabel af rt 
Orden med Summabiliteisværdien U(s), er U(s) selv integrabel langs 
Kurven L, og der gælder Ligningen 


1—=C0 
lo (Sas ) fn (Sys (4) 
E L 
n=1I 
hvor den sidste uendelige Række er summabel af re Orden. 
Bevis: Idet .S/” er en lineær Funktion af Størrelserne %, (S)-. FRR 
(7): zl 
følger umiddelbart, saavel at 22 - for ethvert x er integrabel langs 
L, som ogsaa at 
x 
fo Æg (r) 
i Ls BADE Sy res 
1 mm 
É 


ig 
hvor Si? er dannet paa ganske samme Maade ud fra Rækken 


71—= 00 
) fr (s) ds, som Så er dannet ud fra den oprindelig givne Række 
i 


nw—=I == 00 


Dad byP 


n=1 
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.y!| 
Heraf, i Forbindelse med Forudsætningen : in lee ligelig lig 


U (s), følger, gennem Anvendelse af en bekendt Sætning omhandlende 
ligelig konvergente Talfølgers Integration, umiddelbart, at 


+ 
(r) | >(r) | 
lim de HM Fa sa OSS 
z— 00 nm == 00 nn L 
hvilken sidste Ligning er identisk med Ligning (4). 
Vi gaar nu over til at bevise en Sætning af ganske anden Art end 
de foregaaende, en Sætning, som vi ligeledes vil komme til at gøre 


en vigtig Brug af i det følgende. 


Sætning III: Lad 7 den uendelige Følge af uendelige Rækker 


== 00 m=—= 00 —= 00 
SEE RR SENER SEE Eg RE) 
N—1 1= I 2= 1 


disse alle være summable af rt Orden med henholdsvis Summabilitets- 
DÆPIIEF NE IE KER: 

Der BE GEER da en Er: af<posttive fra o SOVER KØL: 
PEER 37 MERE OD ED ES DESK AJ EN. Al del ENE, Eau eler ner en 
DIAL Talfølge kun underkastet Betingelserne 


UR Er LTR FÅ RYGE SER SE 


== 00 


er Rækken S dn, hvor an betegner Summen af den konvergente Række 


n=I 
1 —= 00 


S Emdm,n, Søæmmabel af rt Orden og har til Summabilitetsværdi 


”m—1 
7” == CO 


Summen af den konvergente Række N ede 


2-3 
Bevis: Idet, som man let kan vise"), det almindelige »f" Led i en 
af zte Orden summabel Række er numerisk mindre end en Konstant 


(dyssen bal » uafhængig Størrelse) multiplicere kmedE 7" Findses 


1) Se f. Eks. Bromwich: Theory of infinite series, London 1908. Side 317—318, 


56 


umiddelbart Eksistensen af en saadan uendelig Følge positive Konstanter 
| AED US AED SAVE fol ISS DA SEGA 


FS ØE EGE US: 


Sættes endvidere for alle m = 1,2,3,.... 


SE EAN ERE Rye DE LPS SS = head 4. ERE 


er i Følge Forudsætning: 


(r) 
li SR . r! Peg 
1m SEEST TRE dm, 
”—= 00 


hvoraf umiddelbart følger Eksistensen af en saadan Følge positive Kon- 


stanter Al KEEL Kraee se ea OR AE HEDDER] 
Se] 
| =: Aa 


Sættes nu, for alle 7, 


N . . Cm Cm 
em = Minimum af Og —5 > 
g= ICE 
hvor Størrelserne aar SAG er positive os valse rsdaledes eee 


m= Co 


car erekonversent ff Ek stor ad ) vil de herigennem fundne 
BE 
Størrelser €, &... em 4, tilfredsstille; "samtlige fde i Sætning HIT 
handlede Betingelser, 

For det første ses Rækkerne 


711 = QO 


SR, (5) 


m=Il 


alle (svarende til: x ='1,2,.3.… ) at være konvergente (endda absolut 
konvergente), idet 
Cm 


Pm 


ESTER ØRER GERNER NESS EAST AA 


Betegnes nu Summen af den konvergente Række (5) med aa, og 
sættes 
SE ASE EN SOSU BESES UGES 33 FSS SE RE S FEM 
== 00 


skal det vises, at ) dn er summabel af rf" Orden med sin Summa- 


Hw— I 


5% 


bilitetsværdi lig Summen af den (som det ligeledes skal vises) konver- 


71 —= 00 
gente Række ) dm; vv, Sv skål bevise; tat 
m— I 
( ) 711 = CO 
3 
. n ig r! 7 
lim FE ER OVER 


72" 


w—= 00 
”= 1 


Dette sker paa følgende Maade: Idet Rækken (5) er konvergent 


[Or' aller PEERS følser ved" Anvendelseraf Identiteten"(2)/"umid- 
delbart: 

GER 0-70 ”m=—= 00 

SVEDE BR ED, TFS ENØ ARD 
n q rs r m"”m,q 
g=1 g=I1 m=1 
”1—= 00 GER m=—= 00 
== | dm,q k KE (SØRK ) — Em Sus 

DEN gæl zl 

og heraf 
12-00 


Se RE RR ca 
m 79" sg re É Ku FEE) 
HEE ” 
i SD RODER 
er den uendelige Række En 7 ligelig . konvergent for alle 
nm 
m=I 
117213..." herat følger'imidlertid, i Forbindelse "med: Forudsæt- 
ningen 
SES | Noel 
lim ! BER 
n= 00 


er konvergent, som ogsaa at 
7711 == CO 771 =: CO 


HESS DLEr] i SEER 
lim Beers Pm lim SEN He == need veld. 


m— I m=—l 
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Ved Udtrykket: en wetop af rt Orden summabel Række vil vii 
det følgende forstaa en Række, der er summabel af rt Orden (og 
følgelig ogsaa af (7 + 1)', (7 + 2) .... Orden) men ikke summabel af 
(7 — 1) Orden. Der gælder da følgende Sætning, hvis Rigtighed man 


umiddelbart kan overbevise sig om, idet det erindres, at S/7— og 
(r) | 
. øl ; 2 
følgelig ogsaa FEER er en lineær Funktion af Rækkens x før- 
steslæd: 


Sætning IV: Ær Zu, summabel netop af r;€& Orden, Zv, summabel 
netop af vr Orden, og sættes w, Ut FVUn, da er ZWn,. dersom FREE 
summabel netop af rt Orden; er derimod r, =7,, kan det kun paa- 
staas, at Zwn, er summabel af rt Orden, derimod ikke, at Zwn er 
summabel netop af rt Orden. 


Vi vil afslutte denne Paragraf med at minde om følgende (vel- 
kendte) Sætning, der eksplicit udtrykker et i de uendelige Rækkers 
Theori overordentlig hyppigt anvendt Princip, og som vi ofte vil 
komme til at gøre Brug af i det følgende. 


Sætning Va: Ær 
m=p 


Fa = ) Vm Sark = HANNE da DA RE JE SE Up BB; 


11— 1 


hvor p=p(n) betegner et med n stadigt og 2 det uendelige voksende 
helt Tal, og er følgende tre Betingelser opfyldte: 
711 == CO 
I. ) IYm| konvergent, 
nm=I1l 
251 Prom (Aar hænge] rl O2RM]: 
Se lim sn == Ba 
== 00 


(m konst.) 


da har F, for n = 00 en endelig bestemt Grænseværdi lig Summen 
771 = CO 
af den absolut konvergente Række ) Vi BÆ 


71—=I 


Sætning Va er som et specielt Tilfælde indeholdt i følgende noget 
almindeligere og for vore Anvendelser særlig hensigtsmæssige Sætning: 
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Sætning Vb: Ar 
m=p 
Fa(s) = S Vm(S) Po,m = Vi: (5) Bar F + + + + + Vp(S) Bop) 
”m— I 
hvor p=p(n) er et med n stadigt og i det uendelige voksende helt 


Tal; og opfylder Størrelserne vy(s), for s tilhørende et vist Gebet G, 
Jølgende to Betingelser: 


|Ym(S)|<<Ym (Ym betegner en kun af m afhængig Størrelse) 
og 


711 == CO E 


) |Vm(S)| Zægelig konvergent i Gebetet G; 


m= 1 


samt opfylder de af s uafhængige Størrelser Bam Betingelserne 


|Bnm| << K (K uafhængig af n og m) 
oæg 
lim BÆR FE Pa 


H—= 00 
(2 konst.) 


da gaar F%(s) for s tilhørende G ligelig mod Grænseværdien 


71 = CO 


BOG 


m=iI 


hvor denne sidste Række er en 2 Gebetet G ligelig-absolut konvergent 


Række, d.v.s. hvor 
2 
m= 00 


N [Ym(S) Pm | 
”m=l 

er ligelig konvergent for s tilhørende Gebetet G. 

771 = CO 
Bevis: For det første indses umiddelbart, at Rækken ) 155) Bras 

m=Il 

et liseligtkonversent ilGebetet! G; thi 2 os) er ligelig konvergent, 

os mal Bra <A følser 


HER ENGE HER RES 


== 00 
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Lad nu, idet £ betegner et vilkaarligt lille valgt positivt Tal, /7= M(e) 
være bestemt saaledes, at 


Da er tillige for alle x, for hvilke overhovedet ps = 2 (7) > M, 


m=p 


| DÅ HUG SU rå 


m=M 


E 
sr 


Lad derefter, d. v. s. efter at /Z er fastlagt, AY være bestemt saa- 
ledes, at for ,> W og s tilhørende Gebetet G: 


m— iM— m= IM — 
DSO DOES 
WIE m=Il 

m=//M—1 m—=— MM —I1 


| m (5) (Bom — Pm) 


< D Vu | Bom — sv so 


””m”=1 ”71—= I 


Der gælder da, for alle x> MW og alle s tilhørende" G, Uligheden: 


N Ez2 m=p 


| Fa(s) — DS ett DM SEMA Mt < »3 Va (3) Porn 


m=I m— IM 
m= 00 m=—IM—1 m= IM —1 


» Tim (S)sDm BEDE syer =D DSÅSVUBE 


771 == m=I ”1— I 


E 
25 SE 


Denne sidste Ulighed udsiger imidlertid netop, at , (5) for zæ00 


7” —= 00 
gaar ligelig mod Grænseværdien ) Vm (S)Øm, og Sætning V b og (føl: 


m—=I 


gelig ogsaa Sætning Va) er hermed bevist. 


S 2. 
Bestemmelse af Omraadet for Summabilitet af rt: Orden 


for en Dirichlet'sk Række samt Undersøgelse af den ved 
Rækken fremstillede Funktions analytiske"Forhold. 


Ganske svarende til den 7ensen'ske Sætning (Sætning II, Side 4) 
og indeholdende denne Sætning som et specielt Tilfælde (svarende til 
vr = 0) gælder for Summabilitet af vilkaarlig Orden følgende Hoved- 
sætning 1): 


Sætning I: Dersom den Dirichlet'ske Række 2 Fa er summabel 
af rt Orden eller summabelt oscillerende af rt Orden mellem endelige 
Grænser t Punktet s,= 04 +70, da er a summabel af rt Orden for 
ELRDEEL SE OL SIDST OLE VILE OE> OG: 

Inden vi gaar over til at bevise Sætning I, forudskikkes en Hjælpe- 
sætning, der for Summabilitet af 7'e Orden er den analoge til den Side 2 
omtalte Dedekind'ske Konvergenshjælpesætning, og som indeholder 
denne sidste Sætning som et specielt Tilfælde (r = 0). 
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Hjælpesætning Ia: Ar N Un summabel af re Orden eller sum- 


771—=1I 
mabelt oscillerende af rt Orden mellem endelige Grænser, samt opfylder 


Zalfølgen Og E: dy. ... følgende Betingelser : 


n—=Cc0 72—= 00 —= 00 
) LAOS » ZA POETER USER N "| Arto] alle konvergente?) (1) 
w—=1 n= I n=I 
samt mor 0: (2) 
Hi —= CO 
n—= C0 
da er Rækken ) Un dn Ssummabel af rt Orden). 
n=I 


7) MH. Bohr: Sur la série de Dirichlet. Comptes rendus, Paris. Bd. 148, 11.Januar 1909. 

?) Ved NR forstaas den gte Differens &, — Jager + (— DRE a 

3) Betingelserne (1) og (2), der i Teksten er opstillet i den Skikkelse, hvori de vil 
blive benyttet ved Beviset, kan simplificeres, idet, som vist af Bromwich (Mathematische 


Annalen, Bd. 65, Side 361), lim an= 0 og Konvergensen af En AGRE | af sig 


selv medfører Konvergensen af Rækkerne 77 LA: tr fort allel g SPEER 
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Bevis: Sættes 


711 == 710 7” —= 


S: USA: Sy SEER SEE S "sr », (3) 


”1—= I ”m=I ”1 =I 


er i Følge Forudsætning 


(r) 
SE DE ore) (4) 


Vi skal da ud fra Forudsætningerne (1), (2) og (4) bevise, at 
ZUundn er summabel af ze Orden, eller med andre Ord, vi skal, idet 


IHR IH= 2 IH= HH 
(o oo). ke TØ (r—1 
TE: =— Umm. fk. == JE NEO GERS SE TE, N 
DEI 1 == T 


(r) | 


. JS SA : : 
eftervise, at TESSSER for » = 00 har en endelig bestemt Grænseværdi. 


Ved partiel Summation findes: 


771 == 7” == 


3 Umm = > TE SNS Om = 


m=l1l ”m—= I 


SK! On SE [SAG Oy —= SA: ÆT SEG dt Sr NE On - i: 


Dannes nu 
TL==I3E2 


Ta = ) Ta 


m=I 


faas to forskellige Summer, nemlig henholdsvis 


IN==H IH=R 
) So ESe N PSEUNG ERE de SEAT GE rl 
BLÆSE PEER 


Anvendes endnu engang partiel Summation overfor disse sidste 
Udtryk, faas: 


INN m=N—I 
n Se == KME + . SENAT En, 
icl 11 1 
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IR=H i 
) STATER SYN AES frk SENG er == 
== 
(2 — 1) SAG eN (7 — 2) SUDDEN ERE SET ET STOL SSP ANS ESDN == 
HEER — 1 


Se ((x — mM) Å' dm — (7 — m — I) Å'! GE == 
m=l1l 


””=nm— I mM=H—2 


SA one S St) (rn VA OR: 


m—= I ”m— 1 


Vi finder følgelig ved Addition af de fundne Udtryk 


M=-N—I ”m=nR—2 
TS 2 ) SAR rEr s SE (n — mm —1I1) AA? Om. (5) 
m—=1 ”m=—1 


Vi vil nu ved Induktion bevise Rigtigheden af følgende Udtryk 
(RET 


m=n—1 m=nu—9 


ES SEN ) SENE: BEN ) sl NE 


”1= I m—= 1 


m=n—r—I1I 


r—I (2) (2055 7405 I nyt 
(771) 3 Sal g NNE: Sir (6) 


71—=1 


eller med afkortede Betegnelser: 


JET T 
2 » Ilrt I 
TY — | i ) Pram (7) 
qg= 0 
hvor 
SS REG Sy Ans (8) 
medens for I<g<r+i 
m=n—g 
EEN (READ (9) 


m=1 


1) Dersom »<g (altsaa »w—g negativ eller 0) skal Pr,q,n betegne identisk 0. Til- 
fældet 7» <g kan naturligvis kun indtræffe, dersom » <r + I. 
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Idet Udtrykket (6) for 7 = I (og alle x) stemmer med det ovenfor 


for 7)" fundne Udtryk, vil dets Rigtighed være bevist, dersom vi, 
gaaende ud fra (6) som gyldig for et bestemt 7 og alle x, derudfra 


kan udlede det tilsvarende Udtryk for 77"”, Dette sker paa følgende 


Maade: 
BE EDT EE TØ RERRDEE VT 


g=7—I ERE GÆT 
N 7 I N ? I ), lir I 
i )- Pres Em kr Nore: ( i ) Pram == 
g=0 g==0 g=0 
9=r—1 
» Fo EET å 
( å ) FEE + Ze Fe 5: FRIE 


== 
Da nu som bekendt 
I I REE, 
REE 1 
Tis 9 9 


indses det, at Induktionsbeviset vil være ført, dersom vi kan vise, at 


Størrelsen 
P=nNn 
i + ne FE SØG gr Fade == Ras 
BE 
kan bringes paa Formen 
FAE on Fr Fa BETA DR 3% 
thi heraf vil følge: 
GERE 
ri D Nee 
da <a == ( 9 ) (FBE SEE SE Ferran SEE 
g=0 
ÆRE 
[NÆ r + I r+I ak 
ror rn (8 (5 YE rummer 
J=T 
g=r+2 
2 1195 2 
| 5 ) BRL: 913 
g=0 


hvilket sidste Udtryk netop er det, der fremgaar af (7), naar 7 erstattes 


med 7 — I. 
Beviset for Rigtigheden af (6) er altsaa reduceret til Beviset for 


Ligningen (eller rettere de (7 + 1) Ligninger) 
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P=n i 
» Pap == Prtrant Prargtin ($ = 01, 10.2, 7 + 1). 
FPS ste] 
Betragtes først Ligningen svarende til g = 0, faas ved partiel 
Summation 


B==91— I 
,) VER SK Di SR Op = On 93 ae En ) Sa DN Aar me EPS ARENA ES SÅ se, 
HUE 
Betésner"dernæst"g et vilkaarlistfaf Tallene: 1127." 7 FT faas 
Pp=n p=n m=p—g 
2 Fra F Sr É SAG og ) Adm = 
Peel 2 ale MERE | 
BLEE ILSE; 
si BNa Du FE ME EA , 
9— I 
m=I b=9+m 
bÆYs , 
og heraf, idet som bekendt ) ( 6 (& N sg D 
fg] q 
([=9—1 
IH==N 
y DEER TÅ i dm” ak 
p= flag MI 


Anvendes nu partiel Summation, faas: 


UGE PA NE GE 


SD Ban” SEN m) son) sas) 


P=g71t1 WzÆn (ER 
I 
SR Aa dn—qs 


og heraf ved Benyttelse af Identiteterne va) — K E T) 3 Er i) og 


M=NR—qg m=n—g9—1I 
vw IEEE D Sega al SEGAED ) Saaler er HINGE 
BÆ973E1 m=1 Å 21 £ 
— 4 r+1,q, 0 le FEET q.€ (an 
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Efter at 77” er bragt paa Formen (6), kan vi nu eftervise Eksi- 
TØOLGA 


stensen af lim re derigennem, at vi viser, at de 7 + 2 ÅAddender, 
2—= 00 
TILLY 2 É 
hvoraf ERE bestaar, hver for sig for » = co har en endelig be- 


stemt Grænseværdi. 


For det første Led 
vr! 


2" 


so (10) 
faas umiddelbart ved Hjælp af (2) og (4) 


SALA 
lim (==) (II) 
n=x0 


Vi vender os nu til Betragtning af Leddet 


FILL 0: 

ri (r—+ 1 REE 16] 7 ER] Ny Mer RE 

ad 9 ) Pan = 7 | 9 NE: fas ) Atom 13 
m= Il 


hvor g antages > I og <r; d.v.s.til Betragtning "af et vilkaatligt 
fra det første og sidste Led forskelligt, Led i Formlen (6) for 7? 
Med Benyttelse af (1) og (4) kan vi om Størrelsen (12) ved Hjælp af 
Sætning: Va 81'(Side 58) let-bevise,” at: den for <=100 har Grænse 
værdien O. 


Sættes nemlig 
URE 5973 EYNT GE 


samt for ør SINE MIE EG 
8 HAr I I SES (2—m — 1):.- == FO mat 
FRE, ) RS MER £ å 


saaledes at 


| DE ER 
BE RER |! ie )se ” m 1) Ar am 


er for det første 
HE= 09 771 == CO 


777 —= I ”1— I 
konvergent; 


endvidere er 


IE SEE I 500554 BERNT I 
Pam] <( 9 ER <( IE sEg 


samt endelig: 
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r—q+-1 
BE UDE SE 0 (paa Grund af Faktoren (7) ) 
m konst., n 
ÆTe.e) 


I Følge Sætning Va &$1 faas derfor: 


m=n—g9 Wr=00 
lim & oe Ban SEES. > UR Dar == S URE ELO SOM 13) 
n==co0 7 9 

11— 1 


Vi har nu kun tilbage at betragte Størrelsen 


og == å 


ME fø ÆDT 
Se r+1 
FE: Fortis Fa AD S8 | ERR ATT" Om (14) 


m= I 


Vi kan om denne Størrelse (14), ligeledes med Benyttelse af Sæt- 
ning Va &1, bevise, at den for » = oo har en endelig bestemt Grænse- 
værdi lig Summen af den, som det vil blive vist, absolut konvergente 


Række 
Å H= 00" 
s SATT, 


H= I 
Sættes nemlig her 


VEN SINE 


samt, for m = 1,....x —r — I, 
ST SEE ET fr IS ES (2 — m — r) 
Pnym vr! mm" 72" 

altsaa 

1.— MM — I 

Um Bam Sk Es ) AH am 
er 
I 
ban seg Et E= Ka, 

samt 


Os lim p == => 
m n,m z i 
m konst., r! mm Mm 
n=00 p 


I Følge Sætning Va Si faas derfor 
Se 
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M=-N—7r — I 711 = CO 
lim TND KN ze SR AS, br I mf = = 
RS m= I 
772 = CO (15) 
DD SEA: Or 
m=I 


hvor, ligeledes: i Følge'Sætning Va81,. den sidste uendelivefRække 
er absolut konvergent. 
Idet vi sluttelig sammenfatter de gennem (11), (13) og (15) udtrykte 
(r) 
Resultater, har vi faaet bevist, at EPE under de givne Forudsæt- 
ninger har en endelig og bestemt Grænseværdi, .d-v.s: at 24 Roneer 
summabel af ze Orden, og vi har fundet, at Rækkens Summabilitets- 


værdi er lig den absolut konvergente Række 


uw =—= 00 


) ASERNES: Cen 1) (16) 


n—lI 


7) Hjælpesætning Ia, der er udledt af Forfatteren til Brug ved hans Undersøgelser 
over Dirichlet'ske Rækker, er meddelt i den tidligere omtalte Note: Sur la série de 
Dirichlet (Comptes rendus de 1'Académie des Sciences, Paris, 11, Januar 1909). Denne 
Sætning danner som ovenfor bemærket den naturlige Udvidelse af den af Dedekind 
opstillede saalydende Konvergenshjælpesætning: »Ær =w%n konvergent eller oscillerende 
mellem endelige Grænser, samt er 2 |A"on| konvergent og lim ap = 0, da er Zuu an 
konvergent med Summen 2SnA" ang. Dedekind har ogsaa bevist følgende Sætning, 
der slutter sig nær til det foregaaende: »Ær =wun konvergent med Summen U, samt 
er Z|A! an| konvergent, og lim an = Å, da er Zunan konvergent med Summen 
AU + 2 SnA"a,4. Den naturlige Udvidelse af denne sidste Sætning til Sum- 
mabilitet af zte Orden, (hvilken udvidede Sætning af Forfatteren er benyttet til 
at bevise de i en foreløbig Meddelelse (Yber die Summabilitåt Dirich/let 'scher 
Reihen. Nachrichten d. Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gåttingen, math. phys. 
Kl. 1909, Side 247—262) uden Bevis opstillede Sætninger omhandlende den 
samtidige Summabilitet af rte Orden for en LMDirichletsk Række, en Fakultet- 
vække og en Binomialkoefjicientrække), lyder saaledes: »Ær =wn summabel af rte Orden 
med Summabilitetsværdien U og er 2nV " | ON an | konvergent for. g9=1,2 1-00 (En) 
samt er lim an = Å, da er Rækken Zun an summabel af rte Orden, og dens Summa- 
bilitetsværdi er lig AU + = mn SEA; (Benyttes den i Note %), Side 61, omtalte 
af Bromwich givne Sætning, kan Betingelserne om Talfølgen %....an .... reduceres 
til de zo Betingelser: Znr|Art1tan| konvergent, samt lim an eksisterende og lig A.) 

Som Forfatteren er bleven bekendt med umiddelbart før den foreliggende Af- 
handlings Afslutning, har Hardy (Generalisation of a Theorem in the Theory of 
Divergent Series; Proceedings of the London Mathematical Society, Ser, II, Vol. 6. 
Part 4 (10, Juli 1908) Side 255—264) allerede tidligere meddelt en ganske lignende 
Sætning, der, idet vi benytter noget ændrede Betegnelser, lyder som følger: 
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Hjælgesætuins "TS 7sætter rost nusk Stand tilat" kunnetbevise "den 
forrest i denne Paragraf opstillede Hovedsætning. 


T. Tr 
|ATT" 44 | konvergent, da er 


Sætning Å, »Er Zun summabel af rt Orden, samt er Zn 
ZUun an summabel af rte Orden og har til Summadbilitetsværdi Summen af den absolut 
konvergente Række z 50) INGE: Det maa dog her bemærkes, at den af Mardy 
givne Sætning ikke er fuldstændig korrekt, idet der for det første mangler den, 
som man let kan overbevise sig om, for Sætningens almindelige Gyldighed absolut 
nødvendige Betingelse: lim an eksisterende (og lig Å), og idet der for det andet i 
det af Hardy givne Udtryk for Summabilitetsværdien mangler Leddet UA. 
Medens det i Teksten givne Bevis for Hjælpesætning Ia — og den ovenfor omtalte 
ændrede Hjælpesætning kan bevises paa ganske analog Maade — væsentlig bygger 
paa det gennem Formel (6) givne Udtryk for ESH beror HMardy's Bevis for Sæt- 


ning ÅA paa en anden, og paa væsentlig anden Maade udledet, Formel for VAGE I 
denne Mardy' ske Formel indgaar imidlertid (i Modsætning til hvad der er Tilfældet ved 
Formel (6)) ogsaa saadanne Differenser AYam, for hvilke m > x — 9; dei disse Diffe- 
renser forekommende Størrelser an+k (£ > 0). er at opfatte som identisk o (i Sammen- 
hæng med, at TA) ikke kan afhænge af Størrelser &n-+k, for hvilke £ > 0), hvad der 
ved en senere Grænseovergang kræver en særlig Undersøgelse for en Række af Leds 
Vedkommende; dette har Zardy imidlertid ikke taget Hensyn til i Slutningen af sit 
Bevis; kogt detler netop disse Led e"derkpaatdenfene"Sidetviser den nødvendige 
Eksistens af lim an, og som paa den anden Side ved Grænseovergangen giver det 
i det Zardy'ske Udtryk for Summabilitetsværdien af Zwnon manglende Led UA; 
… Leddet VA faas ved Benyttelseaf den i Teksten staaende Formel (6) umiddelbart som 
lim ERA £ 

n == & w 


An. 


Hardy giver en Anvendelse af sin Sætning, der oversat i de Pørichlet' ske Rækkers 
Sprog lyder saaledes: »Ær = mn summavele aft ROFDERE TREN RLE ES NOE LD 


er Rækken ligeledes summabel af rte Orden for saadanne Værdier s = 0 + if, for 
kuilkert == ton oe 04 Af denne" Sætning, "der som”meget specielt Tiltælde er 
indbefattet i den af Forfatteren givne Sætning I, der udfra den samme Forudsæt- 
Si) 


n 


ning (eller almindeligere: ud fra Forudsætningen < Konstant) udsiger Sum- 


mabiliteten af rte Orden for alle saadanne Værdier s = o + it, for hvilke 0 >> 09, 
ligegyldig hvilken Værdi t end antager, kan naturligvis ikke udledes nogetsomhelst 
om Eksistensen af en Summabilitetshalvplan, ligesom man heller ikke — idet den 
Hardy'ske Sætning kun omhandler Forholdene paa en ret Linie (og ikke i noget 
todimensionalt Omraade) — derudfra. paa lignende Maade, som det vil blive vist 
ved Sætninger II og III (Side 74 og 75), kan drage Slutninger om de Dørichlet'ske 
Rækkers analytiske Udvidelse gennem Summabilitet, 

Til sin Sætning A har Moardy tilføjet følgende Sætning BB: »Er Zun summabel 
af. rte Orden samt er on en Funktion af en Variabel x, saaledes at for alle N og x 

N==N 

33 | ås ALE GE 


N=I1 


< Konstant, 


da er ære) KE es ligelig konvergent.« 
Ved Beviset for denne Sætning har Moardy imidlertid paa et væsentligt Punkt 
forglemi en Faktor af Størrelsesordenen w»", hvilken Forglemmelse gør, at Beviset 
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Bevis for Sætning I: Lad s være en hvilkensomhelst Værdi, for 
hvilken 6 > 0,, altsaa, idet s— 5 = d, for hvilken Æ(5) (lig den reelle 
Del af dy ro Fortladrfosssælte 


RL, I rl dn 
tu SEN SEES SSR 5 SABRA 


Idet i Følge Forudsætning 2%, = 5 er summabel af ze Orden 


eller summabelt oscillerende af r' Orden mellem endelige Grænser, 
vil Sætning I øjensynlig være bevist, dersom vi kan eftervise, at 


de F 5 opfylder de i Hjælpesætning Ia opstillede Betingelser (1) 


og (2). 
Idet oe FE hvor Æ(5)> 0, ses (2) umiddelbart at være op- 


fyldt; inden vi imidlertid gaar over til at vise, at ogsaa Betingelserne 
(1) er opfyldte, forudskikkes følgende almindelige Bemærkning: 

Er (1) en reel eller kompleks Funktion af. den reelle Variable; 
der for z> W tillader endelige, bestemte (og følgelig kontinuerte) 
Differentialkvotienter "af +vilkaarlis” høj "Orden; "og "sættes F(x SER 
gælder, som man ved Induktion (med Hensyn til 4) let kan overbevise 
sig om, for enhver hel positiv "Værdi”af'g, "og mr SUV Tdentitetene 


n—+iI x;—+1 Xo—+I Xq-2tl xq—1 TI! 
AGES id! ZA | Ats | (GÆS ERE | (ÆRE | CEED 
n X1 Xxø Xxg—2 Xq—I1 


Sættes nu ikldentitetene (17) SANS 5 faas umiddelbart, idet g 


betegner et. vilkaarlistafe bellenetrse see 


åt 


taber sin Gyldighed; som man gennem simple Eksempler let kan overbevise sig 
om, er ogsaa selve den /ardy'ske Sætning B urigtig. — Derimod kan man, som man 
umiddelbart indser, ud fra Forudsætningen om, at 2wn er summabel af rte Orden, 
r—+i1 


og at Sa A an er ligelig konvergent, slutte den. ligelige Konvergens af Rækken 


ES VASE TØ 
" Det bemærkes sluttelig, at Udsagnet om, at den i Udtrykket 
UA DS DAR an 


indgaaende Række SS. ATT! an er ligelig konvergent, ikke maa forveksles med 


Udsagnet om, at =wn an er ligelig summabel af zte Orden. 

7) Smlg. Fensen: Sur une expression simple du reste dans la formule d'interpolation 
de Wewton. Oversigt over det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 
1894, Side 251. 
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R n—+1 Xx;+ 1 Xq—1 ti 
dÆ 
Ao Of ON (9 —T-F Oda 1 dg PXLE (18) 
n Xx1 xq—I 
og heraf, da RÆ(3)+ 47 > 0, 
I 
ae OTHER SISSE I (19) 
(Som det fremgaar af (18), gælder i alle Tilfælde (d. v. s. hvad enten 
(e) 0) Formlen: 
= : 
I I 
Ai FUE SR (20) 
hvor Æ er uafhængig af x). 
HH =—= CO 
Af (19) fremgaar umiddelbart Konvergensen af ) RÅ HALS 
r7—=1I 


1 EEN SED HE det hr ed denne Række er" numerisk 
mindre end Konst. .x—:—R (3). Hermed er Sætning I fuldstændig bevist. 


Endvidere følger af Hjælpesætning Ia, az Summabilitetsværdien af 
den jorsor= or akre Orden summable Række = = LOK LOT OPRAN 


HE 
JFremstilles gennem Summen af den absolut konvergente Række 


1 —= CO 


SUGE : ) 


22 —Sg 
FT 


dn 


H=0 


hvor SY er dannet gennem Ligningerne (3) udfra Rækken Zu, = % 


Af Sætning I følger umiddelbart: 
Til enhver forelagt Dirichlet'sk Række 5% SUK ER ENMI 


Linie 0 = då, (— 00 << M, < + 00)!) vinkelret paa den reelle Åkse, saa- 
ledes at Rækken er summabel af re Orden tilhøjre for denne Linie 
(d. v. s. for 60 > M;), medens Rækken ikke er summabel af rt Orden x 
noget Punkt af Halvplanen tilvenstre (d. v. s. for 0 < M;). 

Den reelle Størrelse å,, der angiver Skæringspunktet mellem Ab- 
scisseaksen og Grænselinien for Summabilitetsomraadet af 7'e Orden 
benævnes Summabilitetsabscissen af rt Orden. 


7) år = + 00 skal betegne, at Rækken ikke er summabel af rte Orden for nogen ende- 
lig Værdi af s; år = — 09, at Rækken er summabel af rte Orden i hele Planen, 
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INØER ; AA 
Af Sætning I følger endvidere, az, dersom % Så for SS "er SR 


mabelt oscillerende af re Orden mellem endelige Grænser, Punktet Sy 
da nødvendigvis maa være beliggende paa selve Summabilitetsgrænsen 
F= Nb 


Da en af 7te Orden summabel Række tillige er summabel af (7 + 1) 
Orden, følger heraf «umiddelbart, at den rette Linie, "der" for ermkeren 
Dirichlet'sk Række afgrænser Omraadet for Summabilitet af (7 + 1) 
Orden maa ligge tilvenstre for, eller specielt falde sammen med, den 
Linie, der afgrænser Omraadet for Summabilitet af r'" Orden; eller — 
udtrykt ved Hjælp af Summabilitetsabscisserne —: For en given 
Dirichlet'sk Række er 


NES NEED CSV SN ERE 


Inden vi gaar over til at beskæftige os med de analytiske Egen- 
skaber ved den ved en Prørichlet sk Rækkes Summabilitetsværdi frem- 
stillede Funktion, forudskikkes følgende Hjælpesætning, der danner en 
Udvidelse af Hjælpesætning Ia: 


Hjælpesætning Ib: Ær Zu, summabel af rt Orden eller sum- 
mabelt oscillerende af r'' Orden mellem endelige Grænser, samt er 
0; (5), d2(5).. On (5)... Funktioner af en komplekse VALE ES RER 
for s tilhørende et vist Gebet G opfylder følgende Betingelser: 


I. | 04: (S)| "bestdder'en endelig øvre Grænse Kal ST SOS ERE 
Å ”—= CQ0 
2. De r + 1 Rækker ) | ATOS (S)| (g=1,27.…..7 SØER ERE 
NA=I 


alle ligelig konvergente. 
Br lim SKO 

77 = 00 

1-00 
da er N Un On (S) ligelig summabel af rt Orden for s tilhørende 

n=1 
Gebetet G, og sidstnævnte Rækkes Summabilitetsværdi er lig Summen 

. n”—= 00 

af den absolut-ligelig konvergente Række ) SPAr+" an (5). 


PPS 
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Bevis: Beviset for Sætning Ia førtes SEE SGREm, AtEVELVIsSte,… at 


(bg 
de (7 + 2) Udtryk (10), (12) og (14), hvoraf i Al bestod, hver for 


sig for ="00-håvderen endelig "bestemt Grænseværdi. . Paa lignende 


TERA: | ; É É 
Maade kan vi her vise, at EF En under de i Sætning I b gjorte For- 


udsætninger gaar ligelig mod sin Grænseværdi for s tilhørende Gebetet 
G. derigennem, attvi efterviser at" (10) (12) og" (14). hver. for od for 
mn = 00 gaar ligelig mod deres respektive Grænseværdier. 


Da som tidligere (Side 5) omtalt, den ligelige Konvergens af 


72—= 00 


|A1On(S)] medfører den ligelige Konvergens af aa, (5) mod sin 
mw—= I 
Grænseværdi (0), indses for det første umiddelbart, at 


Sød 


SAs (10) 


for » = 60 gaar ligelig mod Grænseværdien o. 


Vi vender os nu til Betragtning af Udtrykket 


m=m—g9g 
| IN 
ER Se (eu Eg Fre ØRER Ea ør] 
m— 1 
respektive 
n=N0—r—I 
| CO TERE tr oder 
> lg É i ASE oe (14) 


m—=I 
og sætter ligesom ved Beviset for Sætning Ia 
Va URAS ME AR OR] S] 


er= ie 2 I SVG MT): (72— MEG Tel ra 
ms ( : ur REG i 


g9g—1)! mm CE: 1 


URE UR ÅSE PAR KNEE S] 


SES ES DE Y9 
ASER V/A Må 


De af s uafhængige Størrelser 8, m opfylder da, som vist Side 66—67, 
Betingelserne: 
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sr <A Konst., Bå = lim S3 == 
=00 
respektive 
SE 
| SN <É Konst., da == lim Snåk be = ; 
2-= 00 Mm 


Endvidere er i Følge Forudsætning 
uw =00 22 == 00 
) AGE s HÆS LATDE(S)| 
SÆDE i Ø=>—I 


ligelig konvergent i G, samt 
Da (8) FSK FO KER SARE E03 (uaf hængig af s), 


respektive 


ligelig konvergent i G, samt 
Va (SY Ka FARS Kar For AGERE] 


Følgelig kan vi overfor begge Udtrykkene (12) og (14) anvende 

Sætning Vb,:&1,"o0g finder derigennem, at Udtrykket" 12) |(7= 72 ER 
mm == C00 

gaar ligelig mod Grænseværdien ) Um(S) Pm ==r0 Fosfat Ude kkER 


”m= I 
71 = CO ”m= 00 
(14) gaar ligelig mod Grænseværdien D 0m (Sy Ba >= DUSE ARE 
É N=-1 m= Il 
samt endelig, at denne sidstnævnte Række er en i Gebetet G absolut- 
ligelig konvergent Række, hvormed Beviset for Sætning Ib er fuld- 


stændig ført. 


Gennem Hjælpesætning Ib er-vi nu sat i Stand til at kunne bevise 
følgende vigtige Sætning: 


Sætning II: Ær Drrichlet sk Række X FÆ med Summabilitets- 


abscisse af rt Orden X,, er ligelig summabel af rt Orden i ethvert 
Gebet G = G(£, E), hvis Punkter s= 017 alle opfylder følgende 


to Betingelser: 
O SNE E. Kyo 


Ko 


Bevis: Lad 8=0,+7/, være et. Punkt, for. hvilket åd, << 0, < NES 


Sættes nu 


br —— ; ORE , UDVESK D fg Vere ESS 
BTN. 7950 ig ns—50 HER 728 


er densa smalt ænsiser Rækker == En summabel af 7te Orden; 


endvidere er 


I I 
or ENO SA 
27 
og 
mee ISO) 
nm” —= 00 
samti Følses tror sOrRal leo STR OS PEST: 


I I 
(29 A9 0 (5)| < |S— 59|...|S— 5949 —I | Eg ERIE Se ; 


n 
m—= 00 
af den sidste Ulighed fremgaar umiddelbart, at Rækken ) Må INGELS) 
HM=>=I 
er ligelig konvergent i Gebetet G, thi dens zte Led er numerisk mindre 


E 


end Konst..x >, 
Idet. saaledes "de. i Hjælpesætning. Ib for. Z4n og Talfølgen 
ESF EOS ES FOR stl]edes Betingelser her”alleer opfyldte; udsiger 


dennerSætmning aka 45 dg (S).= 5% er ligelig summabel af 7'e Orden 


Fr Gebetet GG: admesd: 


Idet nu de enkelte Led ax i en Pzrichletsk Række alle er hele 


transcendente Funktioner af s, og idet man øjensynlig ved passende 
Valg af & og Æ kan opnaa, at et hvilketsomhelst opgivet Punkt, for 
Biker AE til hørertdetsindrer ali Gebetet. GE" Ge; Z), følger umid- 
delbarf al Dætninssll ved" Anvendelser a1-5ælninsr LS: 


dn 
7: 
Sæmmabilitelsværdi af rt Orden f(s) en overalt 7 Halvplanen 0—> NM; 
regulær analytisk Funktion. Endvidere tør Rækken i denne Halvplan 
differentieres et vilkaarligt Antal Gange ledvis, d.v.s. den Dririchlet ske 


Sætning III: Æn Drørichlet'sk Række % — fremstiller gennem sin 
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PEDE ÆS EGE IOA SEN 
DE 


fremstiller Funktionen fY (s). 


er alter summabel af re Orden for 6 SR og 


Idet endelig Rækken 2% SS i sin Konvergensplan (d. v. s. for 0 >"A,) 
n 


gennem sin Sum (betragtet som konvergent Række) og gennem sin 


Summabilitetsværdi (betragtet som en af 7'f Orden summabel Række) 
fremstiller identisk den samme Funktion af s, faas: 


Sætning IV: Den analytiske Funktion, som man (dersom ikke 
specielt A, = Ar) faar defineret ud over Konvergensgrænsen gennem 
Swmmabilitet af rt Orden, er den analytiske Fortsættelse af den ved . 
Rækken 2 dens Konvergensomraade gennem dens Sum definerede ana- 
[ytiske Funktion. 


Idet for en forelagt Dørichlet sk Række Talfølsen AA, ARE SEERE 
som ovenfor omtalt er monotont aftagende, besidder den altid en 
bestemt Grænseværdi ÅA (Å > — 00), hvilken Størrelse vi her og i det 
følgende vil benævne Rækkens Summabdilitetsgrænseabscisse. Af Sæt- 
ningerne III og IV følger da umiddelbart: 


Sætning V: Ærn Dirichlet'sk Række % == fremstiller gennem 


Summabilitet' (d. v. s)'Summabilitet: af of rets odense HO den) ere 
højre for Summabilitetsgrænselinien 0 = ÅAÅ overalt regulær analytisk 
Funktion; er specielt Å = — c0, er den Dirichlet'ske Række efter Ind- 
Jørelse af Summabilitet anvendelig + hele Planen, og den ved Rækken 
definerede Funktion en hel Transcendent. 


S39' 


Anvendelse af de i $2 fundne almindelige Sætninger paa 
en speciel Type af Dirichlet'ske Rækker, samt en Sammen- 
ligning mellem Summabilitetsforholdene for Rækkerne 


=.dn Be sn (log nn)" 
ns ns 


Vi skal i denne Paragraf bestemme Summabilitetsforholdene for 
nogle specielle Pørichlet'ske Rækker, hvoriblandt saadanne, der spiller 
en vigtig Rolle i den analytiske Taltheori. 


ed 


Ladder nendelsekølse at reelle eller komplekse Tal fars sd, 
om hvilken vi vil antage, at ikke alle dens Elementer er 0, opfylde 
følgende to Betingelser: 


I. Der findes et bestemt helt Tal k>1 saaledes, at, idet m er et 
veilkdarlzefelil el ableneskiees eV, 


dm = dmtk = dmtek =...- 


(eller, anderledes udtrykt, saaledes, at 2, = 2, naar »v = 7" (mod X&)). 


2: HE ASE SN —=90] 
n=00 

Vi vil da betragte den PDzrichlet'ske Række ) FE der til Ko- 
n— I 


efficienter netop har Elementerne i den ovenfor omhandlede Talfølge. 


dn : SMS É i 
5% har øjensynlig sin absolute Konvergensabscisse /= 1; thi, for 


== SEA: konvergent, idet, for alle x, |2,|< M, hvor 


orsater 


dn 
72 


M betegner Maksimum af Tallene |4,|, |2,| + - - - |2x|; medens derimod, 
a 


fore T FRækker DÅ ere diversent; da ikke alle Tallene 


NE 
n= 00 
: I : 
Fa hor Pio RE SR er io medio 00 da ) BED DES, divergent. 


VÆ | 


Vi skal nu bevise følgende Sætning, der bestemmer Summabilitets- 


forholdeneFfor'entkække”2 = af den ovenfor definerede Type. 


Sætning I: % ar har til Summabilitetsomraade af rt Orden Halv- 
FASER KO OP AA VESTE ÆLdERS JON Al EEK OS OP SE LTONINSEN 
Es 

Heraf følger da specielt: 
ING ban NÆ == 00 
vz==00 


dn 


> efter Indførelse af Summa- 


bilitet er anvendelig 2 hele Planen og fremstiller en hel transcendent 
Funktion. . 

Inden vi gaar over til at bevise denne Sætning, skal det først vises, 
hvorledes den omhandlede Type af PDørichlet'ske Rækker som specielle 


hvilken sidsté Ligning udsiger, at % 
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Tilfælde omfatter visse Rækker, der spiller en vigtig Rolle i den ana- 


lytiske Taltheori. 
så st 
Antages først.krE= 2 CON UNGES ETT (248 RÆRREN == SE 
der som bekendt i sit Konvergensomraade (for 60 > 0) fremstiller Funk- 
tionen LYS) S(T SSR) 
Sætningen udsiger altsaa, af denne Række er summabel 1 hele 
Planen og herigennem specielt, az Funktionen C(s)(1—2"—) er en hel 


Transcendent!). 


Lad dernæst k være et vilkaarligt positivt helt Tal større end 2, 
og lad os sætte an, = XY, (1), hvor y,(n) betegner en vilkaarlig, fra den 
saakaldte Hovedkarakter forskellig, reel eller kompleks Karakter 
modulo k. Idet den taltheoretiske Funktion yx(x) som bekendt be- 
sidder Egenskaberne 


xX (7) = x(7'), naar »=r' (mod. &), 
samt 


7)" sie Rake 


HE 


følger heraf, az enhver af Rækkerne L (s)= 


mg 


VÆR | 

bekendt danner Grundlaget for de arithmetiske Progressioners analytiske 
Theori, ZzZhører den betragtede Type, altsaa efter Indførelse af Summa- 
bilitet er anvendelige i hele Planen, hvoraf da umiddelbart følger, az 
de fremstillede Funktioner L(s) alle er hele transcendente Funktioner ; 
denne sidste Sætning bevises sædvanligvis gennem Anvendelse af for 
disse Funktioner gældende Funktionalligninger; (et andet Bevis er givet 
af De la Vallée Poussin og beror paa successiv Fremstilling af Z (s) i 
længere og længere tilvenstre beliggende Omraader, gennem bestemte 
Integraler). 


7”) Af Transcendensen af %(s)(1 — 21—5) følger umiddelbart, at &(s) er en i hele Planen 
meromorf Funktion, der muligvis har Poler (af 1ste Orden) i Punkterne 1 + 2212 (log 2)—" 
(Nulpunkterne for 1—21 s). (Forfatteren har i sin tidligere omtalte Note ukorrekt 
bemærket, at der kun kunde være en Pol i Punktet 1,) At af disse Punkter Punktet I 
er en Pol, medens Punkterne I + 211 (log 2)" (p+0o) ikke er Poler, kan (med de /a 
Vallée Poussin) overordentlig let eftervises. — At £ (5) er en i hele Planen meromorf Funk- 
tion med eneste Pol s = I, er som bekendt først bevist af Æzemamn; et elementært Bevis 
for denne Sætning (d. v. s. et Bevis, der ikke benytter den Æremann'ske Funktional- 
ligning for %(5$)) er tidligst givet af 7ensen (Comptes rendus de I Académie des Sciences, 
Paris, Bd. 104,,1887, Side 1156), der elementært beviste, at £(5s)(1I — 5) er en hel 
Tfånscendent. 


2: 


Efter at have. forudskikket disse Bemærkninger, gaar vi nu over 
til at bevise den ovenfor opstillede almindelige Sætning I, og skal da 


' É a : 

først vise, at Konvergensabscissen for Rækken % — er lig med o. 
2 

dn 


Vi betragter hertil 2 E 


æder snecielle Punks OASIS ÆEVI 


”å ' 
betragter Rækken" £ EGE an) og danner Partialsummerne 


SY, SØ —a, nr, ADR RRS Sage 0, Nee BURDE 
samt 
9=m + nk 
g=1 


Af de fundne Udtryk for S( og S/” ses, at Rækken Za, ikke er 
. konvergent (da Så? for n = co ikke gaar mod en bestemt Grænse- 
værdi), men derimod, (idet KS < Konst.), oscillerende mellem ende- 
lige Grænser, eller som vi her hellere vil sige, summabelt oscillerende 


af ote Orden mellem endelige Grænser, hvoraf umiddelbart følger A, = 0; 
(1) 
endvidere ses, at Z2, er summabel af 1 Orden, idet RS 1601573: F06 


nærmer sig til den endelige bestemte Grænseværdi 


I 


seler ES He SE) 


Vi vil nu ved Induktion bevise, at den her for s = 0 fundne Sætning 
An 
71 


sælder for=vilkaarlistor "ds vis, gt for s= —r er summabelt 


oscillerende af re Orden mellem endelige Grænser samt summabel af 


(7 + I)" Orden; heraf vil da umiddelbart følge: å, = — r. 
Lad os antage den omhandlede Paastand bevist for s = — (7 — 1); 
vi skal da derudfta bevise dens Rigtighed for s = —r. Vi benytter 


hertilkFormel (6) "S"2:(Side: 63 forsætter heri 


Zz afse (Pe 
SR RE RO SE UD ANGNE SE 


— 0 TS 
(1) eg NE 


Un = 


saaledes atiden omhandlede Formel Størrelsen mig bliver at danne ud fra 


Rækken % 


Gate er: 
eg i Punktet s = — (7 — 1), medens 7” bliver at danne ud 


fra Rækken % 


(2 i 
= i Punktet s = —r. 
NE 


80 
Idet af 0 == Htølmer 
AES ESSEN NG SED 
antager Formel (6) $2 her følgende simple Skikkelse: 
TØ = nn. SP — (r + 1) [574 + SP] = 2. SP (7 + 1). SE (19 


Vi vil nu i det følgende om Potenssummen I? + 2P +... . + 7P 
bénytte den og kun den Sætning; sat denne Størrelse, idet FpRerker 
positivt helt Tal, kan skrives som et helt Polynomium af (p + 1) Grad 
ix med af » uafhængige Koefficienter. Erindres nu Dannelsesmaaden 
af TØ TY. TP ud fra Rækken X 41 0, == X 29 mt", følger da umiddel- 
bart af ovenstaaende Bemærkning, idet da, = am" for 12 =r'" (mod. &), 
at enhver af de Æ Størrelser JN ENE VASE RE …. TY maa kunne 
skrives som (i Almindelighed indbyrdes forskellige) Polynomier i » med 
af » uafhængige Koefficienter. 

Betragtes nu Ligningen: 


TER] SL AR SM (EEN | mn — I i 


UDD NØR orn] (1 — IFt! mn 


dn 


ni) 


stindses! det da syr 


| 
der faas af (1) ved Multiplikation med +; 


i Følge Antagelse er summabel af r't Orden (og følgelig tillige sum- 
mabel af (r + 1)f'f Orden med den samme Summapbilitetsværdi), at 


(2— 7) 


== 00 nm H= 00 n— 00 


SES ED RES: BERNER SER rer) I Mn NER 
Wire ES rn KERNE hyre ( BE ) - lim = 0, (2) 


Da nu imidlertid enhver af de £ Størrelser 74k (4 =1, 2,.…. k) 
er Polynomier i » med af » uafhængige Størrelser, viser Ligning (2), 
at disse Polynomiér alle højst kan være af 7'€ Grad i x, hvoraf umid- 
delbart følger, at 
TES 
TE TU | Konstant (for alle 2), 


dn 
di vest sat ERE enten er summabel af 7' Orden eller summabelt 


oscillerende af 7'" Orden mellem endelige Grænser. 
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te 


(og 
følgelig maa være summabelt oscillerende af 7 Orden mellem endelige 
Grænser), indses indirekte saaledes: Antoges dette at være Tilfældet, 


maatte de Æ£ Polynomier BANER enten alleyat være af låvere-vend 
(r) 


n 


FE darad (nemlig hvis lim BEF Er == i eller ogsaa maatte de alle £ 


netop være are Gradismendagallehavessamme=Koeflicient. til" Leddet 
(r) 
af højest Grad (nemlig hvis lim ————— £: En O 


Idet imidlertid 7/7” SE rd) = me. vilde i begge Tilfælde følge, 
at alle. ÆRE POlvnormer lse HEER højest var af (7 — 1) Grad i —, alt- 
saa at 

ED SESA 


É < Konst. ; 
mi 


dn Å 
REV 2, væ: maatte enten være summabel eller summabelt oscil- 
erende mellem endelige Grænser af (7 — 1) Orden; følgelig maatte den 


Dirichlet ske Række % — være summabel af (7 — 1)" Orden for 0—> — r; 


s= —(r —.1) er summabelt oscillerende af (7 — 1)" Orden mellem 
endelige Grænser, 


Vi kan nu herefter overordentlig let bevise den sidste Paastand, 


. Res a 
nemlig Paastanden om, at %X DE 
ER 


er summabel af Ur TY Orden, 


Dannes nemlig 7Y7” — Te, kan der kun indtræffe et af følgende 


sæl 


tor ljlfælde: 


Enten er Summensal Koefficienterne" til Leddet:r" 4 de £ Poly- 


nomier 7 ak (me =1,2...:k) lig med 0; i dette Tilfælde bliver 
øjensynlig alle £ Polynomier IA ES DES: højst af 7'€ Grad i 7, og følgelig 
(sl) i | 
nt 
(ves ne er summabel af (7 + 1)ff€ Orden med Værdien 0). 


2. Eller ogsaa har den omtalte Koefficientsum en fra o forskellig 
Værdi; i dette Tilfælde bliver alle £ Polynomier 7ST) yx (mm = 1,… X) 
6 
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netop af (7 + 1)" Grad, men faar alle samme Koefficient til Leddet af 

Tr APN 
es 

for » = 00 en endelig og bestemt (men her fra o forskellig) Grænseværdi, 


dvs £: 


KH! 


højest Grad 7»; altsaa "har: ogsaa i dette Tilfælde 


bliver ogsaa i dette Tilfælde summabel af (7—+ 1)" Orden. 


Hermed er Beviset for Sætning I fuldkommen gennemført. 


Vi vil afslutte denne Paragraf med at bevise følgende Sætning, 
der blandt andet viser, hvorledes man ud fra en hvilkensomhelst fore- 
lagt Prrichlet sk Række umiddelbart kan danne en Mangfoldighed af 
andre Prrichlet' ske Rækker, der alle har nøjagtig de samme Summa- 
bilitetsabscisser som den oprindelige Række. 


Sætning II: Zezegner Me) den rt Summabilitetsabscisse for Rækken 
i Se) 
) dn 1) 
WE 
n—2 


Al?) den re Summabilitetsabscisse for Rækken 


== 00 == 00 
ARN dn + (log 7)" 
DS CA eN 7 ; 
H=2 n=— 2 É 
hvor a betegner et vilkaarligt reelt eller komplekst Tal, gælder for 
alfer OR 2 SERIES RINDER 


NER DUD: 


Sætning II vil øjensynlig være bevist, dersom vi kan eftervise, at 
MEN thi ude: = Om" io 2 
heraf tillige, idet det vilkaarlige Tal a blot erstattes med Tallet — a, 
at NY<NP) og følgelig, at NM? = NM”), 


For at bevise, at NY=N? er det øjensynlig tilstrækkeligt at efter- 


kan skrives som % 


; følger da 


! ad ' ; 
vise, at, dersom rs er summabel af 7'e Orden i Punktet s=5,=0, +22, 


On : 
er øre summabel af 7'e Orden for ethvert s, for hvilket 0 > 0,, 
z . i 


d.. v.:s: for:-hvilket SED EH VOEEO EO: 
At dette er Tilfældet, indses ved Benyttelse af Hjælpesætning Ia 
S2 (Side 61) paa følgende Maade: 


7) I Rækken = = er det første Led a, udeladt for at undgaa, at den i Størrelsen bn 
n 


indgaaende Faktor (log z)Y% for Æ(a) << Oo skal blive meningsløs. 
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Sættes | 
dn — (log 7)" SÅ dn + (log 7) 


Un Er , FE , n WES 


7980 n ms—S0 ' 772 72 


a 


i ; a | 
er i Følge Forudsætning %%n FR summabel af 7t Orden, samt, 


idet" — 0 050, ; 
imraT 0; 
n= 00 


enyttes endvidere Identiteten 


n—-1 x1+1I Xq—1t! 
(log 74)" (I 
ie: q 
Aa On — (— I)" ar: dis TERE Fre drE 
g 
n X1 xq—I 


der fremgaar af den almindelige Identitet (17) & 2 (Side 70) ved i denne 
specieltat sætte fl) rs, faas — idet man gennem Induktion 


umiddelbart kan indse, at Størrelsen 


| (log z)" k 


S—Sg9 


er sammensat som en Sum af et endeligt Antal Led af Formen: 
(log aff 


Konstant : 
DE, 


— Uligheden: 


|A3dn| <<-Konst. Eg EO SE Ed]; 
USER 


heraf fremgaar umiddelbart Konvergensen af samtlige Rækker 


n= co 


DD, nam" | Ao] svarende tileg == rroNREr E 
n=2 

Idet”saaledes: Betingelserne "1Y 82, (2) 82 og (4) 8 2'er opfyldte, 
Om 
7? 


udsiger Hjælpesætning Ia: (Side 61), at Rækken. 24,00 == 2% — er 


summabel af zte€ Orden, hvormed Sætning II er bevist"). 


g= Dk Selde har de samme Summabilitets- 
n 


!) Sætning II udsiger, at Rækkerne = g o 
abscisser, men derimod ikke, at disse to Rækker for samme Værdi af s enten begge 
er summable af rte Orden eller begge ikke er summable af rte Orden. At en Sæt- 
ning som den sidstnævnte overhovedet ikke kan bestaa, fremgaar f. Eks. umiddel- 


ne) 


I å 
SE ikke er sum- 


bart deraf, at, som man let kan overbevise sig om, Rækken = 


6F 
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Betragtes specielt det Tilfælde, kvor a= + p (p positiv hel), ud- 
siger Sætning II, az Rækken SES og den deraf ved p-Gange ledvis 


BAA 22 


nm 


dn (log 7)? 
718 


Differentiation afledede Række % har nøj- 


agtig de samme Summabilitetsabscisser; medens vi tidligere (Side 75) 
kun har bevist, at den 7tf€ Summabilitetsabscisse for den ved Differen- 


tiation afledede Række % Lg er mindre end eller lig den 7'€ Summa- 


bilitetsabscisse for Rækken % mn, 
En særlig Interesse frembyder endelig 77/fældet a = — 1. 
== 00 
Lad Rækken AS s= ) a have sin Summabilitetsabscisse af 
n=2 


re Orden lig då, og lad's4='01 +72 095505 4- 779- være 10 BUNKER 
forshvilkeno > ROSSEN 


Af Sætning II &1 (Side 54) følger da, at Rækken 


ES OOHES2 == 00 å 

dn SÅ dn As dn i 
STE S 5, 3) is x)… n%(—log A (3) 
---2 S4 == 2 i 


hvor Integrationsvejen. fra s, til s, tænkes beliggende helt tilhøjre for 


Sø 
Linien 6 = å,, er summabel af re Orden med Værdien | f(s) ds. 


S7 


Da nu imidlertid i Følge Sætning II (svarende til a = — 1) enhver 
af Rækkerne 
m=00 Mz==00 
An & An 

5Då 2 (— log 7) 8 By n% (— log x) 

== 2 DD 
mabel'af z7te Orden for nogen Værdi af s—= 0 + 22, for hvilken co = — 7 (d-v. slikke 
er summabel af zte Orden i noget Punkt af Grænselinien co = år = — 7), medens der- 
É (— I)r+1. (log 2) 
imod Rækken = SR » for Æ (a) < 0, er summabel af zte Orden for alle s, 
for hvilke o= —r (d. v. s. er summabel af zte Orden i. alle Punkter af Linien 


o=x=—7). » 
k i 1 a 
Derimod gælder følgende Sætning: Dersom R (a) <O, er = SES summeabel 


nm 
; . an 

af re Orden for alle saadanne Værdier af s, for hvilke = —— er summabel af rt Orden 
2 


eller blot summabelt oscillerende af r'£ Orden mellem endelige Grænser. 
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er summåbelsarsr Orden kan ir Udtrykket paa højre: Side af Iden- 
titeten (3) disse to Rækker adskilles fra hinanden, og vi finder der- 
igennem Mølgender sætning "som”vi "1787" vil komme" til at gøre en 
vigtig Brug af. 


” == 00 
dn 


£S 
Sætning HER Lad YE ) UGE TE Dirichletsk Række med 


H=2 


Summabtlitetsabscisse af rt Orden lig X,, og lad s,=0,1 +22, 09 S,= 0222 
være to Punkter, for hvilke 0; > Xr0g 052 > år; der gælder da Ligningen: 


fr ASERE — 182. SEE 11 Eæ nå ike mm 
DE 


hvor Integrationen 1 det paa venstre Side forekommende Integral er 
at udstrække langs en helt tilhøjre for 0 = MX, beliggende Vej, og hvor 
begge de paa højre Side forekommende uendelige Rækker er summable 


af re Orden. 


S 4. 


Bestemmelse af Summabilitetsabscissen ), (7 =0,1,2,3....) 
som Funktion af Rækkens Koefficienter. 


Svarende til en Sætning af Cahen (Sætning VII , Side 14) og om- 
fattende denne som et specielt Tilfælde (7 = 0) gælder for Summa- 
bilitet af vilkaarlig Orden følgende Sætning: 


Sætning Ia: Lad DE være en Dririchlet sk Række med Summa- 


ell iletsabnscisse af sr Ordens ligeN OD laddos, sele 


samt 
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Dersom X,>0, gælder da Ligningen! 
ÅSE CRS (3) 


Beviset for Sætning Ia føres derigennem, at vi beviser følgende 
noget videregaaende Sætning: 


Sætning Ib: 7 4//e 7tlfælde (d, v.s. hvad enten NE0) er 


NEEErE (4) 


Dersom > 0, er tillige 
AREA) (5) 


Inden vi gaar over til at bevise Sætning Ib, forudskikkes følgende 
Bemærkning. Vi har ovenfor til Afkortning sat 


SE | 
log DEERE 
p BENE 
Ge limssup 
BESS log 72 


Denne Identitet udtrykker, at der for vilkaarligt £>0 finder føl- 
gende-to Uligheder'Sted: 


Se, | 


n 
log 7 


log 


Ore (for SØERNE 


samt 


1) At Ligning (3), dersom Forudsætningen år > 0 udelades, i Almindelighed ikke 


gælder, fremgaar af følgende Bemærkning: Dersom år < 0, er Rækken 2% sum- 


É a 
mabel af zte Orden i Punktet s = 0, d.v,s. er = — = an summabel af zte Orden; 
” 


antages nu, at sidstnævnte Række, hvad der naturligvis i Almindelighed er Til- 
SM). r| 


n 


TA 


fældet, har en .fra 0 forskellig Summabilitetsværdi 4, d.v.s. at lim 
ses umiddelbart, at 


| sr, 


li SE ME GAGS Be ak Ren: 
Cr = IiIm su Frem OM OrMølselossat (er 
FEKS ge n=00 108 i FOG i : 


log 


Sætning Ib kan, som man umiddelbart indser, ogsaa udtrykkes paa følgende Maade: 
Dersom ci > OR er NNE Cr EF SOM Or EON ENES CT ERA Sætning Ta (ER 
år = Gr, dersom år > 0) er indeholdt i Sætning Ib, indses saaledes: 1, Er dr 0; 
er i Følge” (4) ogsaa > Of altsaa Mr Or se TET Er 0, er Følge (4 Ser=0r 
cr kan imidlertid sikkert ikke være >0o, thi dette vilde medføre år = or > 0, 
stridende mod Forudsætningen Mr = O; altsaa er re = 0 = Mr. 


ø 
Mar 


87 
SP pr! 
H' 
log 7% 


log | 
>&—E£ (for uendelig mange »). 


Som man umiddelbart indser, kan disse sidste to Uligheder ogsaa 
skrives paa følgende for vort Øjemed særlig hensigtsmæssige Form : 


SR PERLE (fore EVE EVE) 


SEG: | 
vydå 


eller hvad der er ensbetydende hermed: 


(r) 
E Fa ÆT ER (fora Her FE (6) 


77" 


(K = K(c) betegner en af » uafhængig Konstant) 
samt 


ELG 


= | SE RE (for uendelig mange 2). (7) 


Vi gaar nu over til at bevise den første Del af Sætning Ib, d.v.s. 
Had viser ab ttalles tilfælde Ar er: 

Dette rs skertdensennem at vin idet;sy = 074.24, betegner. et: vil- 
saa hore basert hvilket Cc d vs for" hvilket 0; = GF 0, hvor 


0 7>0o, beviser, at Rækken ”ES er summabel af 7t€ Orden. 


Ved dette Bevis vil vi af de to, c, bestemmende, Uligheder (6) .og 
(7) kun komme til at benytte (6); vi vil i det følgende antage det 
i (6) forekommende vilkaarlig lille positive Tal & valgt mindre end det 


5, (o) 
givne Tal g 
Vitanvender nu Formel (6)"S'2(Side63)"0og-sætter heri 


dn 
Nå 


, 


I 
Un = dn); GG FEER Un On == 


hvorved den i (6) &$2 med .S7” betegnede Størrelse bliver identisk med 
den i denne Paragrafs (1) med S7” betegnede Størrelse, d.v.s. med 
SY dannet ud fra Koefficientrækken Za,, medens 71” i Formel (6) 


&2 bliver at danne ud fra Rækken BET 
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di 
er summabel 
7181 


Ved Hjælpsar (6) S2Skankvienutlets bevises sa LN 
(r) 


yv| 
al re rlrdensædeviseal BEDE: for » = oc har en endelig "bestem 
Grænseværdi, nemlig derigennem, at vi, i Lighed med hvad der fandt 


Sted ved de i &$ 2 foretagne Undersøgelser, kan eftervise, at de (7+1) 


TOESA 


Addender" (10) TS: 255012 JES Pas 74 NS SS hvorar ES bestaar, 


hver for sig for 2—= co .-har en endelig bestemt: Grænseværdimkker 
Udtrykket 


CS SA DT 
On 
n' 
faas umiddelbart: 
SP. r| I SE sgl I 
AR: i. : re RUSSERE 
ig 7” 1121 | 77” så 7201 É == 
I SAHED iz 
En ER AR, SEER MERE 
og følgelig 
(o sy 
lim ag ————— = 0 (8) 
H==0Q0 
Vi vender os nu til Udtrykket 
PIGE 3255 
'& Hr (BÆR SE TA fg Å D SU m — i IN 
n q RENE NG GMA 
RE 
(GEERT ED r) 


Deles herfdettalmindeliser Bed 


r| (ag KRUSE ') NG 
DA 9 


i de to Faktorer 


CR E 
In =MI" Aa mM" 2? 
og 


. NER Le SKR oe MD (mr: sl des BEL N NES ERE 
FSU Fe mm: ad 2) Ni: Aj 


/ 
ULLA 


faast 


KAR SR SE NOR MT BARE as . M 
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. É | I K. 
(15 Følse 20 ES RER MS SKA TO ahr SE [As SE SE 
hvor Æ, betegner en af m og g = 1,2....(r + 1) uafhængig Konstant.) 
Altsaa : 
=|vm| konvergent. 
Endvidere er 
(Bam | <A: (A ruafhænsig af "702 47); 
da 
SE PrÅ I I Je 
mM dan SALE mrte FRE. ore SEK. 
Mm ad 711 2 m? 
samt 
Be UD 5 =-O 
Sr 


paa Grund af Faktoren (2) 


Vi kan følgelig anvende Sætning Va &1 (Side 58) og finder der- 
igennem 


| 
lim = É sy i TERE R == lim (Of z BER SE "una Se Vn=q . BATES FÆ 


m=00 n— 00 | (9) 


Vitvendertosknu til Betraotnins al'det-sidste-Led"1. (6).8.2: 


mN=NnN—r— I 


vr! 7 | »(7 — m— I 
5. ber re zz - gl ne Q 
12 n Sy r 
E==T 
Sættes her 
d 
Un = MAT an DEL TEE: 
og 
æt DKS Er I n1— Mm — I) . (2 — r) 
Elg | mm KØRES 70" ) 
2 
faas: 
d d 
Prske: GE KE SEE K 
SEN JESSEN VANER TRÆER BE) See ier SMP NES rn 
Mm S 


altsaa: 2 dm) KOnversent: 


g0 


Endvidere er som ovenfor 


|Bn,m | << Konstant (uafhængig af m og nx), 


samt 
; Så I 
ENE UGE so or ey, 
R=00 mm Cr + Se 
W 


Vi finder følgelig ved Anvendelse af Sætning Va 81: 


M=N—Yr—I 


”— 00 
ENDS . Sy Ni 
lim æn FORE =alime Vm bø —= PADS == 
Hw=— 00 == CO 
H=I1l 


M= 1 
) SVAGE S SOV Art: () 
HE 
n=I "y—1 


hvor den sidste uendelige Række, ligeledes i Følge Sætning Va $ I, 
er absolut konvergent. 


Sammenfattes sluttelig de gennem Ligningerne (8), (9) og (10) ud- 
FR Sø 


trykte Resultater, har vi faaet bevist, at MER for: x"=00"harten 


endelig bestemt Grænseværdi, d.v.s. at % A er summabel af 7' Orden, 
og vi har fundet Rækkens Summabilitetsværdi at være lig Summen af 
den absolut konvergente Række 
== 00 
(TA FS AES, 
) SEN () (11) 
=I 


hvor .S/” er dannet ud fra Koefficienterne i den givne Dørichlet'ske 


. DES 2 
Række X—2, 1) 
” 


1) Idet vi for et Øjeblik antager Sætning Ib (og følgelig ogsaa Sætning Ia) bevist, 
kan vi ved Hjælp af det ovenfor fundne Udtryk (11) udlede følgende Sætning, som 


Sker £ k a : ; 
vi vil faa Brug for i en senere Paragraf: Lad = Pe være en Dirichlet'sk Række med 


Summabilitetsabscisse af re Orden lig Xr, og lad sy = 9, + 22, være et Tal, for hvilket 
OS særtes da 


3) M—N DER (r) M——N (mr) 
S =% 1 Se . SP SS BEDS DS , 


bl 
71150 NET 


MmM-=1 


. a ” 
kan Summabilitetsværdien af den for 0 > Xr af rte Orden summable Række = ra z hele 


Ø , k R DAS GEN SR EF 
Halvplanen co > Xr fremstilles gennem den absolut konvergente Række n BEDER, | 


Vi kan -ved Beviset for denne Sætning øjensynlig antage 5, = O, naar vi sam- 


QI 


Vi gaar nu over til at bevise den sidste Halvdel af Sætning Ib 
d.v.s tkatibevise at hk > egu dersom > 0. 
Beviset herfor vil øjensynlig være ført, naar vi har vist, at der, dersom 


SR 


dn É . K 
»3 RER summabelham rss OrdensforrssrsSUE og ri hvor 047— 0, 


Pælder Ulisheden org, (idetnemis 35 0, maatte-der, dersom di << Cy 
nødvendigvis eksistere Punkter s = 0 + 2zz, for hvilke saavel 0 > 0 som 
irzto teho dennetsidste Ulished: 0, "em viltværet bevist; dersom 
vi kan eftervise, at for tilstrækkelig store z (d. v.s. for 7> N = MC(e)) 


Sår Får: ; 28: BER 
DEER SR (€ vilkaarlig lille positiv); (12) 
thi heraf vil følge 
Se 
log |————— 
SEE AR LAESEDEE satse +E (for 2 > W) 
log 7% å FRE 
altsaa: 
SLS | 
[OP KEE se 
| <= 
E: BRSUR log % Rå 


For nu at bevise Uligheden (12), benyttes atter Formel (6) &2 
(Side 63)" Da vor Opgave imidlertid. her er "den, ud. fra "Forudsæt- 


n 


ninger om %-Z, at drage Slutninger om S/” (dannet ud fra Koeffi- 


a 
n% 
cientrækken) sætter vi her, modsat af hvad der fandt Sted ved Beviset 
for den første Del af Sætning Ib: 


tidig antager år > 0. (Er nemlig "Sætningen bevist for dette specielle Tilfælde, kan 
den almindelige Sætning umiddelbart udledes udfra hin'ved Benyttelse af en Variabel- 
transformation.) Vi antager derfor år — 0; i Følge Sætning Ia bliver da ør = år. 
Betragtes nu et vilkaarligt Tal s, << 0, — 72, for hvilket 0, > år, er da. tillige 
0; > Cr, og Sætningens Rigtighed fremgaar umiddelbart af det i Teksten, for 0; > &r, 
for Rækkens Summabilitetsværdi i Punktet s, fundne Udtryk (11). 

Udelades i den ovenstaaende almindelige Sætning Betingelsen c, = år, taber 


Sætningen sin Gyldighed, Er nemlig 6, > Ar (i hvilket Tilfælde Rækken = CE sikkert 


er summabel af rte Orden i Punktet s,) er, som man let kan overbevise sig om, 


I 
SS UUATE ile: Så 


i Almindelighed ikke absolut konvergent (eller overhovedet konvergent) for alle s, 
forfhvuikers—ArEmenk kune som vifallereder har beviste 1 TOR 0 >: 
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TE i Formel (6) &$2 bliver da identisk med, hvad vi denne Para- 
graf har betegnet med Så) d.v.s. med S/” dannet ud fra Koefficient- 
rækken %a,, medens S/” i Formel (6) 82 — vi: vil i det følgende 


betegne dette Så med NG — bliver at danne ud fra den-i Følge 


nm ; dn 
Forudsætning af zt« Orden summable Række % ER 


Formel (6) & 2 giver os umiddelbart følgende Ulighed: 


g=r+1 
(E TAOSSER BES SVÆR | Fr 
1Es —R ler J7( ) 12 
7 72" FEE AØSL 74 
g=0 
Betragtes først Leddet 
r! r! FE 
r LOD E ørn ig å 
12 n 
faas= 
va ae 
r| SSD uge] 
JP n == Un æ SEE: GV 7121 g KK I 
SAD ENS hen eres (13) 


ls; eg i > NE 
thrærdet Ps er summabel af 7'€ Orden, er å fortiori 
n 


(7) EEN 
| HA < K (konst.). 


Medens vi ved de foregaaende Undersøgelser, foruden for sig at 
maatte' betragte det første Led, Pr, Formlen (6) "S'27 "tillige mass 
skænke det sidste-Led P.,47,.en særlig Undersøgelse; ter noget saadant 
her unødigt, Vi vender os derfor til Betragtning af en vilkaarlig af 
Størrelserne 


IE USET 
| | SR ad NELL 
RU Pa =5 FSA D salg mm ) Adan 
w 9 bagi ZA q Fa] 
711—=1I 
BORES MAE L PRE SM SE UD 
og finder 
! x Søes SMAG x, 
3 r! fr; Bk m Aron 5 
Pa 9 JR] 
x 
| FEER) SDS LENS SAS (GS ARD SS vr — q+I 
SE BE I I (2 m—1):…….(1—m —g + 1) le 1 na 
ig GES PÅSAT): DE n 
r + I I 
ed er er ERKENDER 
gx ) ÅGE HGE ks 


1) I Følge Formel (20) & 2 (Side 71) er nemlig: 


| ml" Adam = | mm" A444s; | < KK mo —, 
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hvor K, betegner en af mæ og mx (og g = 1,2,3....(7 -+ 1)) uafhængig 
Konstant. Følgelig er 


|rllr—+ I 
r Fan 
n 9 


n 
01 I K, 
SOS arter AE ERE KN ME) 
n 


mM=n— MER —] 


ag 
SEKS ) SS NS ) URE DRÅ: 


”12= I M== 1 (14) 


Te 


Sammenfattes nu de i (13) og (14) fundne Resultater, faas: 
g=r—+ 1 


| SUE | 
SES ASKE S 
TRE ræ 


$550 


EIK 2 fr aL (r + EA MS EEK SD, 


og heraf, idet & betegner et vilkaarligt lille positivt Tal, 


SE 
1" 


| SNE OR FOT ER SENE NV (8)) ae d. 


"Hermed er Sætning Ib, og følgelig ogsaa Sætning Ia, fuldkommen 
bevist. 


Som man umiddelbart indser, er i Sætning Ib indeholdt følgende 
for senere Anvendelser særlig hensigtsmæssige Sætning: 


Sætning I c: Dersom det blot om en af Størrelserne X, og Cc, vides, 
at den er større end 0, er altid X, = Cc. 


Vi vil afslutte denne Paragraf'« med; som en Anvendelse af de 
ovenfor fundne Resultater, at bevise Eksistensen af en MDzrichlet's 
Række — "eller "rettere af en hel Typeraf Derzchlet'ske: Rækker — 
kurs Summalilitetsabstisser X, for aller 0, 1, 2,..… tilfredsstiller 


Betingelsen 
hu ge ÅG ES — 6, 


idet 0 betegner et vilkaarligt opgivet Tal, beliggende mellem O og 1. 


NEPaaldetter Punktogskunpaaldette Punkt benyttes, atto;7.—> 70; —" Uligheden 
Mz-=N — I 
>, må: —1 << Konst, 91 


EAR 


er nemlig kunfrigtis dersom 5150: 
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Eksistensen af saadanne Rækker — og at have fastslaaet denne 
Eksistens vil vise sig af Vigtighed ved vore senere Undersøgelser — be- 
vises gennem følgende Sætning: 


Sætning II: Lad p,,.... fm... være en vilkaarlig Følge af 
hele positive Tal, der for alle m opfylder Betingelsen: 


Pm+: > (mm + LED (15) 
(PEERS El ar eN RR], 
og lad gm betegne det nærmest p:7' beliggende lavere hele Tal 
(OD: 
Den Dtirichlet'ske Række 


lå ir I sk I I ag Så I 
DD) EEN Så Ds SEEGER DSE Br (22 + 292) Å; 
m 31999 m 
KE I re ég) Sk FA nn 5 DEER 
NE ÆDE ANSE VANN (Øm + 7%9m)' 


har da sine Summabilitetsabscisser X, bestemte gennem Ligningen 


Arr 7 0 (75=30 STEDER) 


Bevis: Idet, for s < 0, Leddene i 22 ikke gaar mod 0 for i det 


uendelige voksende Værdier af Mærketallet x, kan Rækken ikke være 
konvergent tilvenstre for den imaginære Akse; følgelig er 3, > 0. 
Idet imidlertid paa den anden Side, for s > 0, 


DE | æn (CD | 


I 
m (Pm + 4m) ie NE Fem ay 
FA UP) 


EA RREDE FE 
og idet 3 Fz umiddelbart ses at være konvergent for s > o, da i 


m 


+ 


7” — I 


Følge (15) for enhver nok saa lille positiv Værdi af s 
k | om+i1 ==) 
lim ere] ELO) 
n=00 (Øm+:) Pa 


dn 
due Eg konvergent (endda absolut konvergent) for s>0; altsaa er A,—O. 
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Nifraarnusover tlsat'bevise fatider) for vilkaarigtr= 1253425, 
gælder Ligningen å, = — 70. For til dette Bevis at kunne benytte 


i Øs ; 
Sætning Ic, transformeres først Rækken ==; om til Rækken 


ba] 

SS 

AS 

ni 

(ba 

ln) F1 
Q 
B 

m…" 

i" 

mn 
—" 
SS 


n 


vi skal nemlig da bevise, at denne sidste Række % har sin 7te Sum- 


NE 
mabilitetsabscisse lig den poszztrve Størrelse 7 — 70 = r (1 — 9). 


n 


2 , Vil det 
DE 


I Stedet for at betragte selve den transformerede Række % 


imidlertid være bekvemt at betragte Rækken 


EON ØRET NY ” ) (Pm + 729m)' 
FS Den ,, yntmen) 


der kun adskiller sig fra Rækken % £ derigennem, at den i sidstnævnte 


kække forekommende re alen To pSindtil den.273 Ledgruppe« 
er udeladte, hvilken Ændring, som man umiddelbart indser, ikke kan 
forandre Rækkens Summabilitetsforhold. 


. . da . 17. . . 
Vi skal altsaa bevise, at 7 har sin 7tf€ Summabilitetsabscisse lig 


r(I —0); dette vil i Følge Sætning Ic være bevist, dersom vi kan 


eftervise, at 
So 


SF2D 
12" 


log 7 


log | 
Cc, = lim sup 
n—=Cc0 


hvor .S!” er dannet ud fra Koefficientrækken X d,, har Værdien 7(1— 6). 
Koefficienterne d, d, .... dn .... falder naturligt i adskilte Grupper 
af Formen: 


DRED, de ne ES rar z>0, 
ULLA IN 
. do 4 ORANGE FARE ( I ) (ba + 4m), ME fag do man ES (—1)” 2) (Øm FG ma); 


» forud for den første Ledgruppe (svarende til m = 2r + 1) og mellem 
to paa hinanden følgende Grupper er alle dere lig med o. 

Dafmmes mu SSD SAS: SÅ?) ud fra Koefficientrækken = d,, skal 
det først vises, at man ved denne Sumdannelse kan behandle hver af 
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de ovenfor omtalte Ledgrupper for sig, dette at» forstaa saaledes, at 
for det første 


SM —o, for Pa FM Ia << 44 < Pm+i os k=0, Ty 2, Øs 


og at man for det andet, ved Bestemmelsen af 
Se ES Sr ØRE ODA EVE], 


ikke behøver at tage Hensyn til de med lavere Mærketal end øm for- 


synede de (d. v. s. at man ved Bestemmelsen af SY”, kan operere, som 
om: der øjaldt.Lisnnserned Fre =— EEG: 


Tilladeligheden heraf vil øjensynlig være bevist, naar vi har efter- 
vist, at, dersom man betragter en enkelt af Ledgrupperne for sig og 


for:Kortheds "Skyld"sætter Ze 74 altsaa: 
m 
m 
u => U=F"-" HELER, be FE mn (7) (0 Flg SN ER 
m 
BERGER 
samt 
ER zN IH-=H 
TER EA N ve TR sl N TA; Sp 9 pp feks ) DES 
n FIT N TL-4 n Br m 1 SYG n ed MdEN m y 
”10== 1 PLS T ; == I 
der da for alle. k="04 0 is 17 TOD == 27 RE SD ENDER 
Ligningen 
(k) 
Tag +: = O. (16) 
Tænker man sig nemlig den sukcessive, Dannelse af S2....S? 


vil man, dersom (16) er opfyldt, stadig forlade en Ledgruppe med 
Værdien 0, samt ankomme til den følgende Ledgruppe med Værdien o, 
og heraf følger jo netop, at man kan danne Størrelserne SØ”, idet man 
FE de "enkelte Lederuppert forsiskuden Fat ne UGE sig om 
det forangaaende. 

For nu at bevise (16) benyttes den allerede tidligere (Side 53) om- 
talte Formel 


TIDER (5 55 ')) LER k 4 SD i) at SVN Å 


Sættes; heri 7777 +" 1 ysamt indsættes Værdijerne: for 74 FSR 
faas: 


9 
ZTz ; SELV Eem k 
SEERE Al Lg ) 55 


(treer (I ) 4. 4 (Toe mer (d)- 


ER 


SNO) CY r-H-r(r) (| 


0) 


(9 7—5 ae 


SU) fer (em (7) em om Hug) mo) 


E=0 g=0 


hvor (== 0. -rÆ) betéoner en:kuntal b-afhænsis. Konstant). 
f 


Nu er imidlertid for a+ $<< 7 (hvad der her altid er opfyldt, idet 
Br 0 ME 2271): | 


ELLA 


og ME te 1% (72 —1P+--+(-—- 1) — Ge ) (m — 1) 1fP+(— 1)" En HE ORE 


rå BESET EEN) JE 


B Gange 


altsaa faas 


HE RE ONE (ONE SORTE ER FEE KO el de" (16) 


Af Ligning (16) følger, som ovenfor fremhævet, umiddelbart: 


SIE ON FORD TE sn gl OT Delen | (17) 
samt 
SES TER ro 7 (18) 


Af. (18) følger nu, idet / er et vilkåarligt af Tallene 0,.1,....%4m: 


1) 04 (og senere of) er at opfatte som 1, naar a (henholdsvis B) er lig med o. 
7 


98 
KE SEA ERE 
REE: (9 (75 den GE DEERE + ”%4m) (<A 66 


< (Pm + 724m)' rer 9 (: —- Fo: le) 


SK(Pa + Mb ) Ånd mn) 27 <A Pa (np) 2" 
LOKE DE yt om DERE sø 


KÆRE, 


SUD EP) en SEM mM FEE 0) 
nr Eg 771 = CO 


Af:den for 'o<7<-moygelndnelieheds 
(Sr (pm + LTU 


i Forbindelse med (17) følger umiddelbart 


vr! 


11" 


log 


SER 


Cc, = lim su : 
BE: log 7% 


<r(1— 96). (19) 


Vi gaar nu "over "til at=vise, ”at.c, "ikke kantvære=mindresene 
r7(1 —0); at dette ikke kan være Tilfældet, indses "paa følgende Maade: 


Betragtes Se for 2 = Øm + gm — I (74 =2r + 1, 27 2,. SESK 
faas: 


(r) FE REE (4 ETS El La red 
SR EA AL (| SERENE 


F- ; 
SS OR REE TE GE ESS ET See 


heraf følger umiddelbart 
czr(I—9). (20) 


Af (19) og (20) fremgaar sluttelig, at £ = r (1 — 8). aq. 


Vi har herigennem vist, at der, svarende til et vilkaarligt mellem 
o og I beliggende Tal 8, findes Przrichlef'ske Rækker %X cl 


BR: 
Summabilitetsabscisser, er æquidistante med Afstanden 6. 
Der rejser sig da naturligt det Spørgsmaal, om der ogsaa svarende 
til andre Værdier af 8 findes Prørichlet'ske Rækker, for hvilke A, — A,4, 
er konstant .og.……lig "0 For Tilfældene GE 002 0 == mad dede 


, hvis 


Spørgsmaal besvares bekræftende; saaledes hører Rækken C(s) = % : 
3 19" 


SØ 


(eller en hvilkensomhelst anden Række med positive Koefficienter, for 


hvilken blot 9, + +00) til den første Kategori, medens f. Eks. Rækken 
SS.) RE 


6 (9) (1 — 21) = 2 


> » som vist i Paragraf 3 er af den sidst- 
nævnte Art. (Iøvrigt gælder, som man let kan vise, Sætning II ogsaa 
for Ejlfældet == 

Derimod kun der, som det vil blive vist i næste Paragraf, zkke 
eksistere Dirichlet'ske Rækker svarende til nogensomhelst Værdt af 


0 større end 1. 


SYD: 


Summabilitetsabscissernes Fordeling. 


Vi skal indlede denne Paragraf med, ud fra det i forrige Paragraf 
fundne Udtryk for en PDørichlet”sk Rækkes Summabilitetsabscisse Å, 
som Funktion af Rækkens Koefficienter, at udlede nogle almindelige 
Sætninger om Differensen å, — X,4, mellem to paa hinanden følgende 
Summabilitetsabscisser. I 

Ved Beviset for disse Sætninger vil de i forrige Paragraf fundne 
Resultater komme til Anvendelse i den gennem Sætning Ic 84 ud- 
trykte Form: 

DER SOE SEE OS KME NE Tr. DEF SOREN OR ORNE Gr 01 2] 
aterther bestemte rennem (ISA 02:(2) 847 eller hvad:.der. er. ens- 
betydende med (2) $4, gennem Ulighederne 

(r) 
ed SE RS SEER OL ASSENS EIV (0) 
og 


nr SES JOrs uEendells manse" 7, 
2 


| SEA 


Idet den af » uafhængige Størrelse 7! øjensynlig kan udelades, 
kan disse Uligheder ogsaa skrives paa følgende for vort Øjemed sær- 
lig hensigtsmæssige Form, hvor vi til Afkortning har sat 2 + r=d. 
PRO ET SØS DSE JE: 


LS) | << arter td — går tå for n>N=N (5) (1) 


Ge 


enn SE ES or uendelis” mange 75. (2) 
Te 


IOO 


Sætning I: Bredden af Summabilitetsstrimlen af rt Orden er for 
ale r=1,2.... mindre end eller lig 1, d. v. s. udtrykt ved Hjælp 
af Summabitlitetsabscisserne: 


NTR RE ES SÆT [SØEN ENE SEE UNE EN (F--OST So ERE 


Bevis: Idet å, antages > I (hvad der, dersom å, + — c0, altid kan 
opnaas gennem en simpel Variabeltransformation, hvilken Transforma- 
tion selvfølgelig lader Differenserne ÅA, — X,4, uforandrede), og idet 
følgelig X, = &, vil Beviset for Sætning I øjensynlig være ført, dersom 


vifkansvise Fat 
Cr+i ET GES (3) 


thirheraf vilstillise føle ES 00 Fats aa NERE 


Idet dg =r +; du, =(r—+ 1) + 41 kan (3) ogsaa skrives paa 
Formen 


BREV (4) 


Rigtigheden af denne sidste Ulighed — og dermed Rigtigheden af 
Sætning I — indses gennem følgende indirekte Betragtning: 

Antages. (4) urigtig, "d; v.'s antages: dx, — dt kan vil bestemme 
to:Taåalza. os "saaledes tat sd rr SLØR 

Idet" 0 > dx, faas'af (I) idet” vi sætter 74, 1 Stedet for et 


SEES FOR ge SENER (5) 


Anvendes nu Identiteten 


FEE S ENES ERR dl 
faas ved Hjælp af (5) 


sø 


SE KR 


JES NEN 


SNU (77 57) She OR 72 7 SV ERR 
Idet-imidlertid Ba Mølser af (2) 
sf 


>uk … for uendelig mange z. ASSR 


”) Af Sætning I følger umiddelbart, at dersom Rækken = Ea er summabel af rte Orden 
” 


i Punktet sy, = 9, + ZZ, da er den summabel af (7 — 1)te Orden for alle s = 0 + 22, 
for hvilke co "> 6, + I, hvilken sidste Sætning er meddelt af Forfatteren i den tid- 
ligere omtalte Note: Sur la série de Pørichlet (Comptes rendus de I Académie 
des Sciences, Paris, Bd. 148, 1Igog (11. Januar)). I en Note et halvt Aar senere: 
Sur les séries de Dirichlet (Comptes rendus de I” Académie des Sciences, Paris, Bd. 148, 
1909 (15. Juli)) har 27, Æresz til denne Sætning meddelt den Tilføjelse, at man ud 


; i a 
fra den ovenfor gjorte Forudsætning ogsaa kan slutte, at z— er summabel af 
n 


(FT) Orden for Værdier rs forb vilke css Er 


IOI 


VorfAntavelse: id har saaledes ført os til de to indbyrdes 
modstridende Ulisheder (6) 6024). FAltsaa er dur == das oq es d.)) 


Medens Sætning I omhandlede en enkelt af Differenserne A, — då, 
(7 = 0, 1;2:..) viser den følgende og langt dybere liggende Sætning 
en. Afhængighed mellem to paa hinanden følgende Summabilitets- 
abscissedifferenser. 


Sætning II: Bredden af Summabilitetsstrimlerne af IT, 2%, ,, rt, ,, 
Orden danner en monoton aftagende Talfølge, d. v. s. 


År — Års F År4r — År 42 (EO; RED EETES N 
Bevis: Vi vil antage Å, > 2, saaledes at vi er sikker paa, at de 
tre i Betragtning kommende Summapbilitetsabscisser A,, År, OZ År-L2 
alle er positive. Sættes å,4, = Å, — (I — a), kan vi endvidere ved Be- 
viset antage 1>07>0,; thi i Tilfælde af, at a=0o (d. v. s. År, —År4r = I) 


følger Sætning II umiddelbart af Sætning I. 
Endelig skal for Kortheds Skyld sættes : 


ESS NELS RES DB. (8) 


altsaa 
der == Mer (7 + 1) = (4 — (1 — 0) 4 (41) = (47) 4 a= B+ a. (9) 
Mi-skal bevise Fat 4 — År Årre Års, d.v.s, at 
Åre > 241 — År = 2 (åg — (I — a)) —Å, =Åå, — 2 + 20 
eller, hvad der er ensbetydende hermed, at 
Des SND (7 42) > MS Fr + 20420. (10) 


Beviset for Sætning” II er altsaa reduceret til udfra Forudsætnin- 


ningerne (8) og (9) at bevise: 
de+2 > PB + 2, (10) 


1) Idet A+ antages større end I, har vi set, hvorledes Sætningen Ar — W41 var 
identisk med Sætningen Ø&r+1 > dr. Antages, stadig under Forudsætningen Ar > I, 
d+1 = dr + a, er denne Ligning identisk med Ligningen &4+1 = & — (I — a), altsaa 


med Ligningen W — år+1 = I — aa; da nu, som omtalt i 42, af Summabilitets- 
begrebets Definition umiddelbart følger, at Ar > år+1, maa a øjensynlig være < I. 
At dette er Tilfældet kan ogsaa direkte ses saaledes: Af (532 EEK TE 


(2=PTR 2 RESEN føl ser 
+|S091+.. +50) 
calleraflumiddelbartidr tdr STE HET: CmKeREd 


sc» Reb gård føde TB) Ærter bd, 


SSL. 


IO2 


eller, hvad der er ensbetydende hermed, til at bevise, at, idet & (som 
vi vil antage mindre end det givne Tal 2>0) betegner et vilkaarligt 
lille og Æ et deraf uafhængigt vilkaarligt stort positivt Tal, der da 
findes: hele” Tal > E; for hvilke 


sr 


ra nit2ameE (I I) 


Vi' bestemmer hertil” først” tre positive, Tal: 54, 0, 0903 GERE 
fredsstiller følgende Betingelser: 


o Fåre ERE ES ENE DEO 


E FEE 


(£ EKS: 04 == TO. Og == 


Beg EEESESEEORR 
REN 


Efter at disse tre Tal er fastlagte, bestemmes et helt Tal mm, saa- 
ledes at for ,7> mm følgende tre Betingelser er opfyldte: 


ke 


HA Sa 


SE, ore 
SEE Sy | ST me D 


n%708 — 4%—d2 —> I; (12) 


samt 
BE 


E so 
LD 90 or DERES Før BE 
Efter at m nu er fastlagt, bestemmes endelig et helt Tal W, som 


opfylder følgende Betingelser: 


> d —d 3 —d 
SAS E IVAR OS N! +a L 


NS SENSE 


Dersom nu 
| AL Tre) 
N 


Se. NUMRE rave: (1 3) 


har vi allerede fundet et Tal » (nemlig Tallet W), som opfylder de 
oprindelig stillede Betingelser, d. v. s. som er > Æ, og for hvilket (11) 
er tilfredsstillet. Sætningen vil derfor øjensynlig være bevist, der- 
som vi under Forudsætning af, at (13) zkke finder Sted, d. v. s. under 


Forudsætning af, at 
(r+2) 
ss 


<= alter 


kan "bevise, "at: der: "da "sikkert maaeksistere et Tal AV 25 UV taltes 
ogsaa -5> Æ),; der: tilfredsstiller Fr Id Tv SE for hvilket 


| Sikke) 
1 


SØ DENS 


Eksistensen af et saadant Tal /, bevises paa følgende Maade: 
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I Følge (12) kan vi bestemme et helt Tal p, for hvilket 


(N>) ASSER SED SSYN ES ED 
Jeg paastaar da, aa /, = W + p har den forlangte Egenskab, d.v.s. at 
n”= N, tilfredsstiller Uligheden (11). 

For at bevise denne Paastand, gaar vi ud fra Identiteten: 


SES SST 4 SKE + Se SP] 
SE RE ES SEES de SOVS | 
r—+I) (r) (14) 
Ser SODS Hi 
SD r Se Ep SSF (1) Ssfa rt TF D- Sayl] 


af hvilken Identitet umiddelbart følger 


UR Re: BEN 
SEE BE SNE JT SNG 
og heraf 

GR ESME =Da ' FA Rn 2 VE GÆS RL SDS É EADERSG 

1 === 

er STEN ae Ad NE kar GS DE) 

2 208 BG NS ASR SET 
SET 552 NE Eye kd ho ha EJ 
B t+2a — ea | VESA: B+ 20-—£ B-H2a=—82 
SNE 3 Vol Faane, VT 3] — (2N) SUS SS SAS 


I Sætning II er specielt indeholdt følgende bemærkelsesværdige 
Sætning: 


Sætning III Er fortet eller andet. r, XL == Xi yy da. ser tillige 
NES FORE al TED RS ER OS BROD SA EN, IN eller ander- 
ledes udtrykt: dersom man ikke allerede gennem Summabilitet af 
(7 + 1)tf Orden kan naa ud over Summadbilitelsgrænsen 0 —= ÅR RAN 
man overhovedet ikke gennem Summabilitet af selv nok saa høj 


Orden komme ud over denne Linie. 


Idet vi kort sammenfatter de Resultater, vi i det foregaaende har 
fundet vedrørende Fordelingen af en Dørichlet sk Rækkes Summabilitets- 
abscisser, kommer vi til følgende Sætning: 
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"Sætning IV: Zad =t 


bilitetsabscisser Kg Ny EN ser reg DS Ad: OS" sætte fl, SE NER ERR 
(7 == 25 SA) Dr eder AA KORT TNES EF 12 3 SES LALE SIT ERE EERERERREN 


være em Dirichletsk Række med Summa- 


Te eN NYE NE Kø De REE (15) 


Sætning IV, og da særlig Uligheden u, > Ur4+;, viser en overordent- 
lig Regelmæssighed i Summabilitetsabscissernes Fordeling; man kunde 
maaske herefter vente, at denne Regelmæssighed gik endnu videre, 
at den f. Eks. ogsaa gav sig til Kende i Summabilitetsabscissernes 
anden Differens eller lignende. 

Som det imidlertid fremgaar af det følgende, er noget saadant 
ikke Tilfældet, idet det vil blive vist — og dermed vil tillige være 
givet den fuldstændige Løsning af Problemet Summabilitetsabscissernes 
Fordeling —, at de i Sætning IV forekommende Betingelser (15) ikke 
blot er at opfatte som nødvendige men ogsaa som Zz/strækkelige, eller 
nøjagtigt udtrykt, at der. svarende til; Sætning IV gælder følgende 
omvendte Sætning: 


Sætning V: Lad 
AES RESEN SER (16) 


"d 


være en vilkaarlg" Følge af reelle Tal, der, idet MJ=SA FE, FAR 
for: aller == SOE OD] PIDEV EDER SELSET NE 


Vgz=0 MED: MM (17) 


Der eksisterer da altid mindst én Dirichletsk Række 2 z 


Summabitlitetsabscisser gå, .... år... netop har Elementerne 1 den givne 
Tatfølge(16)>d. visstorshuilkenskg == AS for Palle Fr =70 0 REESE 


"der T2E 


Bevis: Lad de hele Tal 
VASER ET SENERE NED DS SEEK (18) 


være bestemte saaledes, at 


1) Eksistensen af én saadan Mørichlet sk Række medfører umiddelbart Eksistensen af 
uendelig mange. Dette følger allerede deraf, at en Forandring af et endeligt Antal 
Koefficienter ikke kan forandre Rækkens Summabilitetsforhold, eller, om man hellere 


1 oa 
vil, f. Eks. deraf, at Rækkerne = — og = ELSE DE for vilkaarligt «a har de samme 


Summabilitetsabscisser. Iøvrigt vil Beviset for Sætning V umiddelbart give os ikke 
én enkelt, men en hel Type Dirichlet'ske Rækker, der tilfredsstiller de stillede Be- 
tingelser kk 


IO5 
M, sæ Mr ru) På SES, TEE SMÅ MES > M= =M 447 BENE egn" 
og lad os sætte 
NEO ss NESS DO SEERE: M,= %, LG: 
(altsaa 07 URE ERESSE USERS SE OVN 


Beviset for Sætning V beror nu paa, at man, gaaende ud fra visse 
Dirichlet'ske Rækker med særlig simple Summabilitetsforhold, og saa- 
danne, hvis Eksistens gennem det foregaaende allerede er fastslaaet, 
er i Stand til at opbygge Rækker af den søgte Art. De Dirichlet'ske 
Rækker, der paa denne Maade tjener os som Udgangspunkt, er 
Rækkerne ; 


H=—= 00 H=0CQ0 . == 00 


be NE BL DE ØEN ADD GR) SAGA 


m1—= 1 m= I VÆ 


der er bestemte saaledes, at /,(5) har samtlige sine Summabilitets- 
abscissedifferenser å, — år, ligestore og lig 0,, medens dens 28 Sum- 


mabilitetsabscisse A,, netop er sammenfaldende med det 7” Element 
Ar, i den givne Talfølge (16); idet 
== MM, Fr sæ Mc 
følger da heraf tillige, at 
Ms ING forst S 734, 


medens Ar <Z 10 saavel for 175477 LyS0oM for 7 275 — 1. 


Vi skal nu først bevise følgende 


Hjælpesætning: /det k, k, .... kg er hvilkesomhelst fra 0 forskel- 


. BÆR : b ede 
lige Konstanter, bestemmes Sumimabilitetsabscisserne AM” for den Dirich- 


let ske Række 
HÆEc0 p=9 VE 
SEES 0) (2= I kap) 
RE PJ p CE piÅp,n 

DEN DET 
gennem Ligningerne: 


H=I 


ung JAGE TÆLLE ER gr ar] (19) 
og 
NOS NE DE TSK 22 FANE ER ERE (20) 
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Beviset for denne Hjælpesætning føres lettest gennem Induktion. 


Idet Sætningen er umiddelbart indlysende for g = I É hvilket Tilfælde 


LAS) der naturhevis har 


din 


; ) vil Sæt- 
712 


de samme Summabilitetsabscisser som Rækken 7 (s) = = 


ningen være bevist for, vilkaarligt g, dersom vi, gaaende ud fra An- 
tagelsen af Sætningens Gyldighed for g — 1, kan bevise dens Gyldig- 
hed for g, d.v.s. dersom vi ud fra Antagelsen om, at Rækken 


p=97—1 p=7—1 


pE 3 bd) (=D, tra) 


nN=lI1l 


har sine Summabilitetsabscisser A? bestemfe gennem Ligningerne 
NEDEN ER For ry SSg 


og 
MERNE DES Sr IE REG 


BE 


nA=1 


kan bevise, at Rækken 


p=9 


23, AG 


har sine Summabilitetsabscisser N? bestemte gennem Ligningerne (19) 
og (20). 
Dette sker paa følgende Maade: 


Ve : ; 
Rækken % rå dannes gennem ledvis Summation ud fra de to Rækker 


de NÆR og ds = ka f4(S): 
, - = 


Betegnes de tre omhandlede Rækkers Summabilitetsabscisser hen- 
holdsvis med NM”, NØ og 1 er 


(c) (d 
Ari SE ener == Al Sg . (27) 


medens 


NDS SES Eee (22) 


INSEE ls ISEN ROSE (23) 


107 


Af (22) og (23) følger nu umiddelbart"), at 


NES NE FORSK SO SE] (24) 
DE 
NPD for r>7r—]), . (25) 
medens man af Ligning (21) kun kan udlede: 
NU NER 
GREG 
hes kan imidlertid ikke være mindre end Br, these 


fælde vilde Differensen 4; — 4) blive mindre end X,) — 904, =04, 


hvad der vilde være i Modstrid med Sætning II (Side 101); altsaa faas 
RES (26) 
q q 


Ligningerne (24), (25) og (26) er imidlertid, som man ser, ensbetydende 
med Ligningerne (19) og (20), og Induktionsbeviset for Hjælpesæt- 
ningen er fuldført. 


Ved den videre Fortsættelse af Beviset for Sætning IV føres vi 
nu naturligt til at maatte skelne mellem to forskellige mulige Tilfælde. 


Tilfælde I: Differenserne M, = AÅ,, — AA, er fra et vist Trin af 
alle ligestore,. eller. hvad der, idet vi; benytter de" ovenfor indførte 
befernelser udtrykker det samme; "Talfølsen rr. bryder 
af, d.v.s. har et sidste Element 7p. 

For dette Tilfælde gælder følgende Sætning, der umiddelbart faas 
al:den'ovenfor-beviste  Hjælpesætnins ved” idenne-at sætte; = P: 


Ade LER: ÆRES SSEGJÆD betegner hvilkesomhelst fra o forskellige Kon- 
stanter, har den Dirichlet' ske Række 
irere) HEDE: 
dn 
FS ) Fy Sp (S) 
ZÆl P=I1 


til Summabilitetsabscisser XX" netop Elementerne i den givne Talfølge (16). 


')) Nemlig ved Hjælp af følgende Sætning, der umiddelbart kan udledes udfra Sæt- 
ning IV $ 1 (Side 58),: Bezegnes dem rte Summabilitetsabscisse for Rækkerne 


n n sg n AX n — "Bn 
Set Se ESS SENSE DRS 
7978 YZÆ 


OS 

F= 798 
med henholdsvis Nan nu; ) og NG da er, dersom me > ak), altid 1Y) = NE: medens, 
dersom NE e= Ng kun følger AT) ls NER 
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Tilfælde II: Herhen hører saadanne Talfølger (16), ved hvilke 
Differenserne M, = Å,—; —— Ar, ikke fra 'et "vist: Trin. af alle eres 
store, hvor med andre: Ord Lalføken rs 5 5 PETO S Lt OFRER 
i det uendelige. 

For dette Tilfældes Vedkommende gælder følgende Sætning: 


Der eksisterer en saadan uendelig Følge fra o forskellige positive 


Konstanter ber eee als den TA VIC Al ETS RER RÆRRE 
n1=00 p=&0 
By É Fw 
SD VOVE TREE Sober 
B=ÆI p=I1 BES 
(d. v.s. som er dannet ved formel Regning ud fra Rækken Er /p GE 
p=1 
og hvor-de frå: O=. forskelle Tal EtEy RES re SÆR sLØP OELSEREERER 
kastet Betingelserne 
B30 AF AE SA REE KER PG <epy 141) 
til Summabilitetsabscisser netop har' Elementerne AA, Å,.... Å,. 


z den givne Talfølge (16). 


Bevis: Lad: 7betesne et vilkaarlist af Tallene 0 2 RER 
BX 
77 ; 
svarende til Værdier afp>g + 1 (d. v. s. forp=9+ 2,93...) 


deres Summabilitetsabscisse af gt Orden (idet, for saadanne p, 
gr, — I). mindre"end Ag— Ca, hvor Cqbetégner en kunde geek 
hængig fra o forskellig positiv Konstant; de omhandlede Rækker er 
følgelig alle summable af ge Orden i Punktet A, — C4, d. v. s. Rækkerne 


n—= 00 


har,; som man” let ser, samtlige <Derickletske Rækker 7515) = 2, 


ED SPEER (D= 72; 9/3 ra] er allersummable "al 7 Ordens 
n”=1 
Vi kan derfor, i Følge Sætning III 81 (Side 55), finde saadanne 
fra o forskellige positive Konstanter &, (2=9+2,9+3....) at, 
dersom JE, | 3, Rækken 


m=—= 00 ”D=eg) 
(EGE 
hvor == (REL Se DØR 
De Pr» Bu BD SEJL GES GÅ 
LE p=91+2 


er "summabel af: gt Orden, Teller, Fhvad-"derkudtrykkernøjagtis seet 
samme, sat; dersom Es Rækken 
n”=00 p=0&0 


”: De 
) ms hvor dn == Ed 
AGT Éq n p"pn 


KN p=q7+2 
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er summabel af gt€ Orden; heraf følger imidlertid umiddelbart, at den 
Dirichlet ske Række Es maa have sin g'€ Summabilitetsabscisse 


mindre end Å,,. 


Paa: denne"Maaderbestemmesss svarende FE OND 
Talfølgerne 
65,2 C) 26,3 BRET LAV éo,m , 6o,m+1 Es eee s 


61,3 5 FEE brm, ér m£i … ……0…06…0…+ 


STER ALE NET OL LEDÅARTN ET KT SO STENE VD øn ae. 


UC UK Bo VET SR SER ST Sa Sen ORE 9 


Beterner ser SNE EN detimindste ar de (7) Tae er 
Ferm ledensserner et vilkaarlist-positivt-Talstvil'de=herved 
fundne ae SSP ET eos stetopS tilfredsstille: de-isdenovenstaa- 


ende Sætning omhandlede Betingelser. 


Fad mee Gr RE EO] 80 [0 eN. JER 
og lad os betragte den Drørichlet' ske Række 


n=00 p=&0 
dn 
» ER DO == ) Esdne: 
n=1 VÆR: 
Vi skal da bevise, at denne Række til 9 Summabilitetsabscisse, 
hvor 7 ansiverfetsvilkaarlist "af<Pållene "01,23. netop» hår”Stør- 


relsen AG: "At'dette er- Tilfældet; indses "saaledes: 


(æg : å Eg 2 
75 kan skrives som den ledvise Sum af de to Prrzichlet ske 


og SER hvor 


P=49741 
pel Ep Åpn OS pus Ng Er dp,n) 
pE p=9+2 


af disse to Rækker har % 


9" Summabilitetsabscisse mindre end Å,, medens Rækken 


d. å 
RNA OR Øg RE PN ES STER Pe SIN 
n SE IT 


i Følge den tidligere beviste Hjælpesætning, idet 7<< 7442 — I, har sin 
Gå (då 

SE gå = 7” 

har følgelig sin gf Summabilitetsabscisse netop lig A4. rest: 


Hermed er Beviset for Sætning V fuldstændig gennemført. 


g€ Summabilitetsabscisse netop lig A,. 


I IO 


For en senere Anvendelses Skyld vil vi til Beviset for Sætning V 
knytte følgende Bemærkning: Medens man ved Tilfælde I, hvor den kon- 


struerede Række % dannedes ud fra kun et endeligt Antal Rækker 


YIN SE RE, umiddelbart indser, at den ved Rækken 2% fremstil- 
lede Funktion 7(s) er lig s k,Fe(S), er den analoge Slutning ved Til- 
p=1 


fælde 2, hvor 2% dannedes ud fra et uendeligt Antal Rækker 7% (5), 


ikke uden videre tilladelig. Vi Skal imidlertid her vise, at det er 
muligt at vælge de 1 Beviset for Tilfælde 2 forekommende positive 


Tal egteg ise nr v SØS MAN OL JS) for tilstrækkele, Store VU ÆREERR 
af 0, f. Eks. for 0> A, + 2, er lig den absolut konvergente Række 
DÆ Ca 
3 Ep /p(S): 
p=1 


Dette indses paa følgende Maade: 


Da Rækkerne 71312 em, som det umiddelbart fremgaar af deres 
Definition, alle har deres Konvergensabscisse mindre end eller lig 
med AÅ,, er disse Rækker, ligesom ogsaa % 


i Punktet Å, + 2. 


a 
—»… absolut konvergente 
11 


e 72 == CO 
Ap,n 
Sættes nu ele K , 
1 ot2 
n—=— I 
Cs N 
og vælges" es%mindre' vend TE. hvor 2% CC; ter ikonvergent tere 


Se 5 ARE ENID 


2==0Q0Q p=&0 
BARRE don 
== ) SB Sø Æ. bs 32 — SE a == Ep /p (5). 
HÆR P=I1 


n=1 Pp=1 1—= I 


Den udførte Be e. er nemlig tilladelig, da for 


or Ng + 2 
< BD Fa KDE BD C, (konvergent). 


n—= 00 


den n 


SE 


m— I 


III 


S 6. 
Rækkens Forhold ved Tilnærmelse til visse Punkter paa 


Summabilitetsgrænsen o = M,. 


1—= 00 


Sætning I: Dersom f(s) = ) Ø — z Punktet sy = 09 + 22, er sum- 
H=I 
mabel af re Orden med Summabilitetsværdien A, da er 
SS ==SÆ (1) 
s=S4 


idet s under Tilnærmelsen til sy er indskrænket til et Vinkelrum med 
Toppunkt i Sy, og hvis Begrænsningslinter med den ud fra sy = 00 + 229 
til højre gaaende Horizontallinte t=t, danner Vinkler beliggende 


mellem —= (excl.) og + > C2XCLE): 


Ved Beviset for Sætning I kan vi øjensynlig uden at indskrænke 
Almindeligheden antage 5, = 0. 
Da 2% (dress 10 er ssummabel af 7% Orden med: Værdien 


Aner idet 


12=N0N ”W1==N IN 
= (0) ) kg NS EBR ) (0), (r) ) (r—1) 
Sg EEN dm); SE == SS RED EEr, SE Es Se ; 
HL | == ==" 
(r) 
Ser] 


FE KE Å 


endvidere Ransssomsvist 85:27 (Side 71)” densfor 0 75.0” af -7'e.Orden 
summable Række 7(s) = YES fremstilles gennem den absolut konver- 


gente Række 


=00 
1 sam (8) 
”— I 
Attden=S2t|Side271) beviste” Identitet 
n—I x17 I Es Se Sl 
ASE I DEDE: 
am (5) =s (+ 1) (41 fan | dm | POSE 
n X1 RE: xå 


faas, idet paa begge Sider af Lighedstegnet subtraheres Størrelsen 
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følgende Ligning: 


Tre ep I leg 
2 RAS JES UNS ] RENE] | 
stEl x1+1 KE EN X, + I 
I I 
s(s+1).--(s+7) fem fn i ES | ( FNS rr) Pr: | 
Nyti ” 


n$7 x1+I EN Ek Xr 
st De br 0 fan fan » fan fe f ze 
g Arto J 


hvoraf umiddelbart følger, dels at /, (0) = 0, og dels at, f. Eks. for 
0>.— I, j 


MEE sa SE ES 
(Fr (S)|< |51-.:.1s Fr + 1] —————— SE EGEDE zl KON ECT KOTE | 
n x, n (4) 
VEF NES ER SEERE +; 


af den sidste Eg i Forbindelse med (2) fremgaar umiddelbart, 


åt Rækken pe er ligelig-absolut konvergent for 06 >—I1+E£ 
nm—=I 

og |s| < Konst., altsaa specielt ligelig konvergent indenfor en Cirkel 

omkring Nulpunktet med Radius 1. 

Da endvidere F, (s) (for ethvert 7= 1,2,....) i Følge sin Bestem- 
melsesligning (3) er en hel transcendent Funktion, fremstiller Rækken 
SS (s) indenfor” Cirklen sen regulær analytisk” Funkien 
g (s), hvoraf følger: 


Nuser amidlertidsiskølser(3) fore 0 


r an, i Sa Øg 
f(s) = så Ar () 5547) mr RE 3 SUFSLS). (5) 
2— 1 ÆRE! 


w= I 


£13 


For at bevise (1) behøver vi derfor, da som ovenfor vist 


22= 00 


lim ) SPF (s) = 0, 


nu kun at bevise, at Rækken 


o0 
2 Se) 
s(s + 1):-.-(s + 7) SAGN 


n—I 


(s+ I) USED 2] Se 


eller (hvad der er ensbetydende hermed, idet lim 


1) 


7 | 
SO 
at Rækken 

n=00 n=0c0 Sk, | 
- 7! 

ver: SELDE Zi 

WARE SE SLETTE er nN 

==B I 2— I nyts 


har Grænseværdien Å, naar s, indskrænket til det i-Sætningen om- 
handlede Vinkelrum, konvergerer imod 0. At dette er Tilfældet, følger 
imidlertid, under Hensyntagen til (Økumiddejbårttal 'denr 1"Afsnit 
omtalte Sætning IX (Side 15). Hermed er Beviset for Sætning I fuld- 
stændig ført. 


dn 
nm 
Hunktet sr 0270 maa s, entenk værer beligøende-paa' selve "Sum- 
mabilitetsgrænsen 0 = HM, eller tilhøjre for denne Linie. 

It letfen sidstes kilfælder (dvs dersom so — X), er Sætning I 
imidlertid — endda selvom Indskrænkningen til et begrænset Vinkel- 
rum bortkastes — ogsaa en umiddelbar Følge deraf, at f(s) for 0> 1. 
gennem sin Summabilitetsværdi af r'e Orden fremstiller en regulær 
analytisk og altsaa å fortiori en kontinuert Funktion. Ja, selvom 5, er 
beliggende paa Summabilitetsgrænsen co = Åå,, er Sætning I, dersom 
KEN (dEvEs dersom hvadderi ”Almindelished "finder Sted, 
s2 


RE 


er summabel af ztt Orden i 


Idet i Sætning ul er antaget, åt X 


er summabel af (7 + 1)'€ Orden udover Summabilitetsgrænsen 


os == A) umiddelbart indeholdt -iydei &.2 fundne Resultater, idet "det 
erindres, at den i-Punktet 5, af 7'" Orden summable Række jo tillige 
er summabel af (7 + 1)" Orden med den samme Summabilitetsværdi. 
kune lejde Fa Fa ASE NS hvadder”1Eølge Sætning TITS 5 
medfører SÅN udsiger Sætning; I'et-virkeligt' nytsResultat,y div. s. ret 


Resultat, der ikke som specielt Tilfælde er indeholdt i de i det fore- 
8 


[I4 


gaaende opstillede Sætninger. — Det bemærkes sluttelig, at Sætning I 
som et meget specielt Tilfælde indeholder den i 1% Afsnit omtalte 
Sætning X omhandlende Summabilitet paa Konvergensgrænsen. 


ETA 


Den ved en Dirichlet'sk Række i dens Summabilitetsom- 
raader fremstillede analytiske Funktions Forhold for 
uendelige store Værdier af Ordinaten t. 


Svarende til Sætning XII 1%" Afsnit (Side 20) og omfattende denne 
Sætning. som et specielt Tilfælde (7 = 0) gælder for Summabilitet af 
vilkaarlig 7'e Orden følgende vigtige Sætning: : 


Vænge ea TEA SE ESE2 være en Dirichlet sk Række med 


Summabilitetsabscisse af rt Orden lig X, og absolut Konvergensabscisse 
lig [> MX; da er, for 10+ 8>0>N, + & (£ vilkaarlig lille positiv), 


1—0+£ 


HyEOlS me (1) 


Bevis: Idet 7 (5) ==) z er summabel af rte€ Orden i Punktet 


s= År + — kan Funktionen f(s) (som vist Side 71, $ 2) for 0 > NES 


fremstilles gennem Summen af den absolut konvergente Række 


2==00 I 
BYS As ("ed (2) 


n=I1I 


hvor S7” er bygget op paa sædvanlig Maade udfra den af 7tt Orden 


summable "Række 57 = Fyr SE Af det for f(s) fundne Udtryk 
NER 
VZA >" 
(2) i Forbindelse med Uligheden (19) & 2 (Side 71) følger nu, at for 
OP År + E 


LYD 


”—= 00 


I 
F(OI< Bk anser < Kjer Nes 


n=1I BERT 4 


SYRYS SKER 


og heraf, at for /+ 8>0>M, + £E 
F(s) = O (|2|") 


Dafnusimidlertidseforro == 7 EA SF=OR (stølser-umiddelbart 
af den i første Afsnit omtalte LZzxdelof'ske Sætning (Side 21) ved i 
denne specielt al sætte. of == TE FOSTER PBE ENE af der 
for /+ 8 > 0> XM, + £ gælder Ligningen 


0) (te 


1—0—+£ 
SET Eg) q. e. d. 1) (1) 


Af Sætning I kan specielt udledes følgende Sætning: 


Sætning II: Ær f(s) = 5% en Dirichlet'sk Række med Summa- 


bilitetsgrænseabscisse A(> — 00), da er for 0 > A+ £ (dersom 
IX 00; for o0—>=— 2) 


KØ) = 0 (|2]9), (3) 
hvor K= K(e) betegner en af 6 og t uafhængig. Konstant. 


Bevis idet Im NS findes "sikkert "et saadant helt'Fal Æ—R (2), 


v= 00 
ARNE SI altsaa FÅ Fe —)X, 0) hvor 07> 0. Sættes nu K= jaengg 
viser øse sSænns lioning (3) være opfyldt; og "Sætning II er 
bevist. 


7”) Af Sætning I, der er meddelt af Forfatteren i et Foredrag i Math, Gesellsch. i 
Gåttingen, 29. Juli 1909 (hvilket Foredrag i væsentlig uforandret Skikkelse er trykt 
i Afhandlingen: Uber die Summabilitåt Dirich/et'scher Reihen. Nachrichten der 
Kgl. Gesellschaft derWissenschaften zu Gåttingen, math. phys. Klasse 1909, Side 247-262) 


følger umiddelbart (idet det erindres, at, for oc /+ £, | F(s)| <K) a SUS for 
oc > år + £ gaar ligeligt mod Grænseværdien o for i det uendelige IR Vær- 
dier af |s|. Som Forfatteren efter sit Foredrag har set, er denne sidste noget spe- 
ciellere Sætning ogsaa funden af /M, Riesz og meddelt i en Note: Sur les séries de 
Dirichlet.…. Comptes rendus de l'Académie des Sciences. Paris, 21, Juli 1909, Bd. 
148, Side 1658, 
Anvendes Sætning I f. Eks. overfor den specielle i $ 3 undersøgte Dirichlet'ske 
ze I) +1 
WS 


Række = ( = L(s5) (I —21—5), faar man umiddelbart z 4e/e Planen (idet her 


SE 
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Vi har i første Afsnit, gennem den af Landau givne Sætning XTII 
(Side 22), set, hvorledes de Funktionsværdier, som den ved en Pørichlet'sk 


Række 2% fremstillede Funktion f(s) antager for Argumenter s be- 


liggende paa en uendelig ret Linie 60 = 06, tilhøjre for Konvergens- 
"grænsen (d. v. s. for hvilken 6, > X,), har en Middelværdi lig Ræk- 
kens første Koefficient 4,. 


Vi gaar nu over til at vise, hvorledes denne Landanu'ske Sætning 
kan opfattes som et specielt Tilfælde af-en almindeligere Sætning, der 
viser, hvorledes Funktionen f(s) ogsaa for Argumenter s tilhørende en 
ret Linie co = 06,, der er beliggende i Rækkens Summabilitetsomraade 
af vilkaarlig 7te Orden, kan siges at have en Middelværdi lig Rækkens 
første Koefficient 44; kun maa man, som man i Følge Sætning I 
kunde vente, anvende desto kraftigere Udjevningsmidler, jo større 
Værdier det Summabilitetsordenen angivende Tal 7 antager. 


z—= 00 
Sætning III: Lad ) a være en Dirichlet'sk Række med Sum- 
n= I 
mabitlitetsabscisse af rt Orden lig år; der gælder da, for ethvert 
00 > År, Lignuingen: 


ii in sendte t1 
| 
AE RIM kee Hk dt. | LEE ERE |a lag, + 2Z) dr. 
pak TRE HI 
0 0 . 0 0 

Bevis: Ved Anvendelse af den &$3 beviste Sætning III (Side 85) 
om Tilladeligheden af den ledvise Integration af en Dzrichlet'sk Række 
i dens Summabilitetsomraade af vilkaarlig 7'€ Orden, faas 


A = lim år = — C0) højere Grænser for den absolute Værdi af Funktionen & (s) 
svarende til mumerisk store Værdier af Ordinaten t; medens en Betragtning af 
— I[)])n 1 
Rækken = NE hidtil (d. v.s. før Summabilitetens Indførelse) kun kunde give 
n 


saadanne højere Grænser for £-Funktionen i /Xa/vplanen tilhøjre for Konvergenslinien 
o=W= 0. Vi skal imidlertid ikke opholde os ved at angive de, iøvrigt ret nøj- 
agtige Grænser, man for den specielle Funktion %&(s) finder gennem Anvendelse af 
denne almindelige (d. v. s. for alle Dirichlet'ske Rækker tilhøjre for co = A anvende- 
lige) Metode, da man i den for &-Funktionen gældende Æremann'ske Funktionalligning 
besidder et Middel, der er i Stand til at give endnu nøjagtigere — ja udenfor 
Strimlen I > 0 > 0 endda de nøjagtige — højere Grænser for Z-Funktionens Størrel- 
sesorden med Hensyn til Ordinaten z. 
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tktzs7 =00 t1 7=00 
f AG ESDELE | sl Pe o=f TRE ill De Re, 
”—=CcC0o ”— 00 Sr 
at, + PI ær PI (Få ti ER +K,, 
n=2 n—2 n=2 
n=co ån 


hvor den Drørichlet'ske Række ) LE É (Ek Føler sæmnosIleSss] 


== 2 


er summabet als FOrdentfor cs NEO hvor AG (lig Summapbilitets- 


; : ØR 
værdien af — 2% re betegner en Konstant, d. v. s. en af Z, uaf- 
log 72.7% 


hængig Størrelse. 
Integreres derefter med Hensyn til Z, faas: 


2 u 1-00 dn 
, z SÅ N to AP 
Fr eee BESS) EEK, 
0 0 n—=2 


fortsættes denne Proces endnu AE I) Gange, faas sluttelig: 


AE: 
fa f PRES KØR HER NS AE DANS SEEDEDE) 


n= 00 An 

; log 72 K Eee 

(yt: ) ng RER ER AR eng tor SS 
RE 2 


Idet imidlertid Rækken g(s) = Sy ETAS (| Følge Sæt- 


nine [IS Sy Eer summabdel sat rr Ordensfor or > kibfølsersal Sætning "I 
(Side. 114) umiddelbart (idet 6, > M;), Ligningen: 


n=00 An 


lim Sa OD kr se ODER mee se S Bl GE aner 
(9 e] 


790tiT 


hvilken sidste VIGE i Forbindelse med (4) umiddelbart giver 


lim Bonds t fan fane far frar ma am end: 


VET eo) 


ke 


Anvendes Sætning III specielt f. Eks. overfor Rækken 
(yt 
WE 


GÅS IS orE) E23 


eller overfor en hvilkensomhelst af Rækkerne £(s)= XX dd ses, saavel 


at Funktionen I (sS)(1L— 2"), som ogsaa at enhver af Funktionerne L (s), 
langs en vilkaarlig Ordinat 0 = 6, (— 0 << 0, < + 00) z den ovenfor 
omtalte Forstand har Middelværdien —+ 1. 


S 8. 


Bestemmelse af Summabilitetsgrænseabscissen A ud fra 
det blotte Kendskab til den ved Rækken fremstillede 
Funktions analytiske Egenskaber. 


Sætning I: Lad 5% være en Dirichlet'sk Række med Summa- 


bilitetsabscisse af rt Orden MX, =a, om hvilken vi vil antage, at den 
ved Rækken fremstillede analytiske Funktion f(s), for oOo a—1i+n 
(oO<n< I), saavel er regulær som opfylder Betingelsen 

NS) SUT AB 
da er 
TE 
I + 


hvor c betegner det største af Tallene k og 1—9n. 


NE SER PESTEN E zoo (1) 


Sætning I; der kan 'siges at-danne en Analogi. til'den RASKE 
omtalte Landau-Schnee'ske Sætning XIV (Side 27), viser, hvorledes 


dn ' å 
>; under de givne Forudsætninger er summabel af (7 + 1)'f Orden 


udover den 7t€ Summabilitetsgrænse 6 = å,. Sætningen udsiger imid- 
lertid ikke; blot, Lat ATA, «men der angives tillige en nedre Grænse 
for Differensen A,— då,4,, nemlig Størrelsen 


[RE SER , 

Gennem Anvendelse af et Kunstgreb er det lykkedes Forfatteren 
at føre Beviset for denne ret dybt liggende Sætning, saaledes at han 
direkte støtter sig til den Zandau-Schnee'ske Konvergenssætning og 
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derfor ikke behøver her paany at maatte anstille lignende dybtgaaende 
og vanskelige Undersøgelser som de, hvorigennem de ovenfor nævnte 
Måtematikere er "naået tri Beviset for "bætime XIV Side 27): Det 
omtalte Kunstgreb bestaar væsentlig deri, at man, i Stedet for direkte 


at undersøge den givne Række % 


a Sy ; 
Es: »… betragter en anden Dørichlet' sk 


n 
Ss 


Række %X 
n 


Række, og om hvilken det kan vises, at den netop konvergerer saa 
langt, som den oprindelige Række er summabel af 7 + 1te Orden; 


»… der staar i nøje Sammenhæng med den oprindelige 


overfor Rækken 3 bringes da den Lanrdau-Schnee' ske Sætning umid- 


delbart til Anvendelse. Inden vi gaar over til at bevise Sætning I, 
forudskikkes følgende Hjælpesætning: 


Har dem Dirichletske Række = FE sin rt Summabilitetsabscrsse 


År > I, og sættes 


JER g=n GE 
Se Ding Sr EENEs0: SNS KYS ze (2) 
g=1 æn g=i 
SE ESERDE 
da er Kønvirgensabscissen ly for Rækken DE ER lig den r—+ 1te 
n=1 


1; eller, hvad der 
er ensbetydende hermed, da er vv = Xr4r + (7 + 1), kvor v=W+r+iI 
(Tr) 


n 


Summabitlitetsabscisse X,4, for den givne Række % 


betegner Konvergensabscissen for Rækken % 


gled 


Bevis: Idet af X, > 1 følger 3,477 0, kan, i Følge Sætning Ia 84, 
År+1 bestemmes gennem Formlen 


(GER) 
log SE l "gl 
, . UDE å OS Sa 
År SS MIS ry SU PD fr LL 1); 3 


idet i Ligning (3) 3,4,%0 og (7 + 1)> 0, er nødvendigvis 


ILSE 
log x% 


(9 


lim sup 
”—= 00 
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hvoraf, ved Anvendelse af Sætning Ic & 4, følger, at Konvergensabscissen 


22-==00 


(7) 
(Summabilitetsabscissen af ote Orden) vw, for Rækken ) æg kan be- 
R=1 
stemmes ved Ligningen 
mz=n 
log ) SE 
<en l ESPEN 
v”, = lim sup SE. = lim sup COSRBE : (4) 
g SE RSA log % SE DS log 7% 
Af (3) og (4) fremgaar imidlertid netop, at 
Vo Årre 7 HT ged! 


Vi gaar nu over til at bevise Sætning I, ved hvilket Bevis vi øjen- 
synlig kan antage a = I (altsaa a— 1 + n=n). 


Bestemmes .S,”? genném>Formtlernet (2) Fer tidet NETTE 


KAD 
log |—— 
lim sup SER PE: 
n=00 log x i 
hvoraf umiddelbart følger: 
(T) 
lim Br TER EG (for alle 8> 0); (5) 
”1— 00 ; 
An 


endvidere” kan (SN) (i Følge Sætningen i Note"), Side 90), for 


22 


07> å, = I, fremstilles gennem Summen af den absolut konvergente 


Række 
2—= CO 
) SEKS (7): (6) 
12— ] 


Sættes nu 


Fy(s) => Art) — 5 (84 1)... (54 7] 2 


FLER (7) 


er, som vist Side 112 (Formel 4), for 0>— I, 


FA GIES (ÆREN GE GEN ERR KE TÆER FESTER) 


I2I 


Vi betragter nu den, foreløbig kun for 67> 1 gældende, Identitet 


”— 00 


F(s) LS ak (5) = 


n—=1I 


Sy : 
SØREN 1 s54) ) Er » SPFS(s 
2— I 3 f42=S MÅL 


Her er den første Række 7/(s)= 2 SP Ac A) absolut konvergent 
for or sam eee Rk øls er Sem IRESET SIERRA ETORO 4 er lø 


øm 


O(|z|rt:). Endvidere er den Dørichlet' ske Række g(s)= See REESE ølge 


RER 
(5) absolut konvergent for 0>1, og altsaa for 0> I + £ lig 0(1). 


Endelig er den sidste Række XS"F,(s) i Følge (5) og (8) absolut 
konvergente for 0>0, og, som det ligeledes fremgaar af (8), ligelig 
konvergent i ethvert endeligt Omraade, for hvilket 0>£; følgelig 


fremstiller Rækken SET) idet (skklorkelhverter ter Dhel trans- 
cendent Funktion, en for 0>0 (altsaa yderligere for 0>n) overalt 
regulær analytisk Funktion, hvilken vi i det følgende vil betegne med 
— (s); tillige er, som det fremgaar af (8), for E<O<1+E 


BO)EO br FE); 
medens, som man umiddelbart kan aflæse af (9), foro = I —+ £, 


KOEREEE SSR) FEE (Sr 2) 2] OZ TE). 


Ved Anvendelse af den Zindelof'ske Sætning (Side 21) overfor 
Funktionen £(s): s't=, faas derfor, at for EXO <1 +88 


BÅS) ORFF (& vilkaarlig lille), 
og følgelig yderligere, at der for n< O< I + £ gælder Ligningen 


h(s)= O(|zjr2-n+e), (10) 


Løses nu Ligning (9) med Hensyn til g(s) = EDER S faas 


I 


&(s) = (F(s) — AD ER TET EET NØ] 
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hvoraf fremgaar, saavel at g(s) for 0'>n er en overalt regulær ana- 
lytisk Funktion, som ogsaa at for NC<O<Ir+E 


I 


HERR 
OHNE HEE EELOD ASE, 


es) = LO (FEDERATED) 


O 


denne sidste Ligning, i Forbindelse med den for 0> I + &£ gældende 
Ligning: g(s) = O(1) Evrsersumiddelbårt sat ef sporten serie 


Q(|z|ste) (£ vilkaarlig lille). 


Vi har følgelig vist, at den Dørichlet'ske Række 


opfylder følgende to Betingelser: 


(r) 
rim 


DES SEES for alle 0 >' 0; og 
== 00 


2. Den ved Rækken fremstillede analytiske Funktion g(s) er for 
60>n saavel regulær som lig O(|Z|S49). 


Så 
NYT I 


KHz CO 


anvende den Lam- 


Vi-kan derfor overfor "Rækkente (SYES i 
| VÆR! 
dau - Schneé'ske Sætning "XIV. (Side 27); "og "finder herigennem 
VET ErTEEs 
1 og 
NES E 
I+C+E 
idet vi lader det vilkaarlig lille & aftage mod O, at 
ne 
I FC 

Nu er imidlertid i Følge den ovenfor opstillede Hjælpesætning 
UAE altsaa ttdas 


denne Række er konvergent for 0 > altsaa; videt be 


tegner Rækkens Konvergensabscisse, at uy < » og følgelig, 


MG = 


Hutke 
SLIK 


År: q. é. d. d) 


”) Sætning I er meddelt af Forfatteren (Uber die Summabilitåt Dør ichdet'scher Reihen 1. c,). 
Det kan her bemærkes, at /M. Æiesz (Sur les séries de Drrichlet l. c.) uden Bevis har 
meddelt følgende i noget anden Retning gaaende Sætning: »Ær f(s) for 0 > 99 regu- 
lær og lig 0(t7+1), da er Xr+1 = 00.4 Sætning I og den af Æresz meddelte Sætning er 
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Af Sætning I kan umiddelbart udledes de følgende to Sætninger 
Ios rr rfor den første af disse, Sætninger” har/vi' allerede" 1'en/fore- 
gaaende Paragraf (8 5) meddelt et Bevis; medens sidstnævnte Bevis 
imidlertid udledtes gennem - en direkte Undersøgelse af de formelle 
Udtryk, der fremstiller en Pøirichlef' sk Rækkes Summabilitetsabscisser 
som Funktioner af Rækkens Koefficienter, beror det Bevis, der 
nedenfor skal gives, og som vil kaste Lys over den omhandlede 
Sætning fra en ny Side, paa den Sammenhæng, der. gennem Sæt- 
ning I er paavist at være til Stede mellem en Dørichletsk Rækkes 
Summabilitetsforhold og analytiske Egenskaber ved den ved Rækken 
fremstillede Funktion. 


Sætning IE Er RR SENSE ME Taler ES REN REN IN PSR alle 
m=1,2,...., d.v.s. da er tillige Summabilitetsgrænseabscissen A— NA, 


Bevis: Af Forudsætningen då, =å,4, fremgaar for det første, at 
der ikke kan eksistere nogen selv nok saa lille positiv Størrelse & og 
en dertil svarende Konstant k. saaledes at den ved Rækken fremstil- 
lede Funktion 7f(s), for 0c> MX, — E, er saavel regulær som lig O(|ZzK); 
thi udfra Eksistensen af et saadant Talpar &, £ vilde man ved Hjælp 
koen kran udledes NE EST), og denne sidste Ulighed er i 
Modstrid med Forudsætningen: då, = År. 


uafhængige af hinanden, d. v. s. man kan ikke udfra denne aflede hin, eller om- 
vendt; medens man imidlertid ved Hjælp af en hvilkensomhelst af de to Sætninger 
er i Stand til at bevise den i Teksten staaende Sætning III, kan man ikke ud fra 
den Æresz'ske Sætning bevise den i Teksten staaende Sætning II. — Sætning I kan 
opstilles i almindeligere Skikkelse; saaledes har Forfatteren for 7= 1 og r7=2z be- 
vist følgende Sætning, der danner den fuldstændige Analogi til den Landau- 
Schneeé'ske Sætning (d.v.s. som for 7—=0 falder sammen med denne Sætning): »Ær 
år < I, og er f(s) for 0 > nn (» = o) regulær og lig O(|t|r+3+k), daer Ar+ 1 = - & i 


Denne Sætning omfatter, i de beviste Tilfælde, specielt saavel Sætning I som den af Æzesz 


ms 


givne Sætning, — De ovenfor omtalte forskellige Sætninger kunde synes at tyde paa 
Eksistensen af et saadant bestemt positivt Tal Kr, az enhver Dirichlet'sk Række var netop 
saa langt summabel af rt€ Orden, som den fremstillede Funktion var saavel regulær som 
lig o0(|2|fr), Det er imidlertid lykkedes Forfatteren gennem Undersøgelser af 
ganske lignende Art som de i første Afsnit ved Behandlingen af de Dirichlet'ske 
Rækkers Konvergensproblem omtalte, og som vi derfor ikke her skal komme 
nærmere ind paa, at bevise, az dette ikke er Tilfældet for noget r, eller endnu be- 
stemtere, az de enkelte Summabilitetsabscisser (ligesom specielt Konvergensabscissen) 
overhovedet ikhe lader sig bestemme ud fra det blotte Kendskab til paa den ene Side 
Funktionens Forhold som regulær eller singulær 08 paa den anden Side Funktionens 
Størrelsesorden med Hensyn til Ordinaten t. 
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Af denne Bemærkning følger imidlertid nu umiddelbart, at Å = M,; 
thi A kan for det første ikke være større end å,, og, dersom Å< Ar, 
maatte 7(s), i Følge Sætning II 87, for 0c>1X, — £ (hvor £ var valgt 
mindre end X, — A) være saavel regulær som lig O(|z|k%st), hvad der 
imidlertid vilde være i Modstrid med det ovenfor udfra Forudsæt- 
ningen åd rrtudledter kesulat 


Af Sætning I kan endvidere umiddelbart udledes følgende Sætning: 


Sætning III: Zad Funktionen f(s) 7 en vis Halvplan være frem- 
stillet ved en konvergent Dirichletsk Række > a og. lad, for Ce 


JlsSy.være saavel regulærssom lig OW) (KE Konst); ddr SEER 
An 
SN 


A betegner Summabilitetsgrænseabscissen for % 


Bo 


Bevis: Lad os nemlig antage Å = > a, og lad y være et vilkaarligt 
positivt: Tal mindre-end "I og mindre end” 60: idet ENE RAE 
kan vi da for alle » vælge det i Sætning I forekommende Tal I —n 
lig Tallet y, samt det i Sætning I forekommende Tal 7 + 1 + lig 
det givne Tal Æ, hvoraf følger, at. det i Sætning I forekommende 
Tal.c, for alle 7—> K— 1, bliver lig 1 fS YE NEDEN SEERE 
angivne nedre Grænse for Differensen åA, — X,4, bliver derfor for alle 
7>K— I en af 7 uafhængig positiv Konstant, hvilket umiddelbart 
medfører; at A— lim, bliver lig—="00 og følgelig Fat ASSER SRENoR 
Antagelse:” ”V--=KIS5-akharsaaledes "ført os til en Modstrid, og 
Sætning In ser beEvisk 


Af Sætning' III i "Forbindelse "med "Sætning "V"872"(Side 760 
Sætning II $7 (Side 115) kan man nu umiddelbart udlede følgende 
for de Drrichlet' ske Rækkers Summabilitetstheori fundamentale Sætning: 


En Dirichlet sk Række re er netop saa langt summabel, som 
den ved Rækken fremstillede Funktion f(s) saavel er regulær som af 
endelig Størrelsesorden med Hensyn til Ordinaten t. 


Eller” præcisere formuleret: "Lad (SY være ten Funktion; "derhen 
vis Halvplan er fremstillet gennem en konvergent Dirichlet'sk Række 


rar 


2, denne Rækkes Summabilitetsgrænselinie 60 = A kan da i alle 


Tilfælde bestemmes ud fra det blotte Kendskab til simple analytiske 
Egenskaber ved Funktionen 7(s), nemlig gennem en af de tre neden- 
staaende Sætninger, der svarer til tre forskellige tænkelige Tilfælde. 


Den første af disse Sætninger, der omhandler det Tilfælde, ved 
hvilke Rækkens Summabilitet standses derigennem, at man gaaende 
til venstre støder paa en Singularitet, lyder saaledes: 


Sætning IVa: Ær 7(s) overalt regulær for 0>y, men derimod 
zkke overalt regulær for 6G> Y—E (£ vzlkaarlig lille positiv), samt er 


HOS O MT] E 

GER OHI) 
hvor k—= k(e) er en positiv af 0 og t uafhængig Konstant (der gærne 
maa vokse i det uendelige, naar £ aftager mod 0), da er 


NRK 


DensandenfSætninsytder Fomhandler det Tilfælde, ”veds hvilket 
Rækkens Summabilitet standses derigennem, at man gaaende til venstre 
vel ikke støder paa en Singularitet, men derimod naar frem til Om- 
raader, hvor Funktionen 7(s) ikke holder sig numerisk mindre end en 
selv nok saa stor Potens af Ordinaten Z, lyder saaledes: 


Sætning IVb: Lad f(s) være regulær for 0>8, men lad der 
RSS ER EL ENE ENL RUL >, al f(S) for 0 1kke er lig Oli) 
for nogensomhelst selv nok saa stor Værdi af Konstanten k; der maa 
da sikkert eksistere et saadant. endeligt Tal Y> ØB (bestemt ved et 
saakaldt Dedekind'sk Snit), at for OF Y+E 


KO) FOD) ==) 


medens for O>Y—E en saadan Ligning ikke gælder for nogetsom- 


helst k. Da er 
NE NE 


Den tredie og sidste Sætning, der iøvrigt kan opfattes som Grænse- 
tilfælde saavel af Sætning IVa som af Sætning IVb, og som om- 
handler det Tilfælde, hvor man gaaende til venstre hverken støder 
paa en Singularitet eller naar frem til Omraader, hvor (5) er numerisk 
større end en selv nok saa stor Potens af Z, lyder saaledes: 
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Sætning IVc: Ær f(s) en hel transcendent Funktion, og findes der, 
svarende til ethvert reelt Tal oa, en Konstant k= k(a), saaledes - at 
for 0>a 

FO) = OH) FO|sf9), 
da er 
Ar=Fz200: 


ne , , ; 
d.v.s. da er xx — summabel 2 hele Planen. 
1 


Medens det i det foregaaende er bevist, at der ikke kan eksistere 
en Dririchlet sk -Række, der hverken falder ind under det ene, det 
andet eller det tredje af de i Sætning IV omhandlede Tilfælde, er 
det dermed omvendt ikke afgjort, hvorvidt der ogsaa virkelig eksisterer 
Dirichlet'ske Rækker svarende til alle disse tre Tilfælde. 

Inden Undersøgelsen af de PDrørichlet ske Rækkers Summabilitets- 
problem kan betragtes som afsluttet, maa vi derfor først underkaste 
dette Eksistensspørgsmaal" en nærmere: Behandling; denne Behandling 
vil resultere i Beviset for nedenstaaende tre Sætninger, der svarer til 
de tre i Sætning: IV. betragtede "Tilfælde; og som”visertdenSvirkelise 
Eksistens af samtlige saadanne Typer af Dirichlet'ske Rækker, om 
hvis mulige Eksistens der i Følge det foregaaende (d.v.s. de i denne 
Paragraf og i & 5 fundne Resultater) overhovedet kan være Tale. 


Sætning Va: Lad 
VG TREERE DENS REDET (12) 


være en vilkaarlig Følge af reelle Tal, der( for aller=1,2...) tilfredsstiller 
Betingelserne 


ON FÅ EET (13) 
og 
NE Jim ARE E=R00, (14) 
vr= 00 


An 
som ogsaa 
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Der eksisterer da saavel en Dirichlet'sk Række f(s)=% 


en Dirichletsk Række fa ESPE Eg saaledes beskafne, at begge disse 


Rækker til Summabilitetsabscisser netop har Elementerne 1 den givne 
Talfølge (12), og saaledes, at f(s) besidder en Singularitet paa Summa- 
bilitetsgrænsen 0 = Å, medens g(s) vel er regulær overalt paa selve 
denne Linte, men besidder Singulariteter uendelig tæt til venstre 
"derfor. 
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Sætning Vb; Lad (12) være en vilkaarlig Talfølge, der tilfreds- 
stiller Betingelserne (13) og (14). Der eksisterer da en Dirichlet sk 


Rebkex 
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Talfølgen (12), og for hvilken den fremstillede Funktion f(s) er regu- 
lær et endeligt Stykke ud over Summabilitetsgrænsen O= NA (d. v. s. 
hvor f(s) hverken besidder Singulariteter paa Linien co = A eller 
uendelig tæt tilvenstre for denne Linie). 


der til Summabilitetsabscisser netop har Elementerne i 


dn 
FR 
der har samtlige sine Summabilitetsabscisser lig — 00 (d. v. s. som er 


Sætning Vc: Der eksisterer saavel en Dirichlet'sk Række 


n 


konvergent i hele Planen), som ogsaa en Dirichlet'sk Række z: 


bl 


der, idet (12) betegner en vilkaarlig Talfølge, blot underkastet Betin- 
gelsen (13) samt Betingelsen lim X, = Å = — 00, Zil Summabilitets- 
abscisser netop har Elementerne 1 Talfølgen (12). 


Sætning Vc er allerede bevist i det foregaaende, for den første Halv- 
dels Vedkommende umiddelbart gennem det i første Afsnit betragtede 


I 
Eksempel 2% errepreR 


K= 


sæt VESTEN 


; for den anden Halvdels Vedkommende gennem 


Vi gaar nu over til at bevise Sætning V b, ved hvilket Bevis man 
naturligt føres til at skelne mellem to forskellige. Tilfælde: 


1) Som det simpleste Eksempel paa en speciel Dirichlef?'sk Række, for hvilken år for 


alle » er endelig, men for hvilken A = — co (d. v. s. der ikke er konvergent, men 

derimod er summabel i hele Planen) er vel at anse den i det foregaaende allerede 
— I)2+ 1 

oftere betragtede Række DE For denne Række har vi i å 3 direkte under- 


søgt Summabilitetsforholdene, og vi har omtalt, hvorledes man udfra de fundne 
Resultater dels umiddelbart kunde slutte, at Funktionen % (s)(1— 27—5) var en hel 
Transcendent, og dels ved Hjælp af den i å 7 givne Sætning I umiddelbart kunde 
udlede højere Grænser for denne Funktions numeriske Værdi svarende til uendelig 
store Værdier af Ordinaten z. — Ved de i denne Paragraf fundne Resultater er vi 
imidlertid nu sat i Stand til ogsaa at gaa den omvendte Vej; d. v. s. gaar vi udfra 
som bekendt (f, Eks. udledt af den Æzemann'ske Funktionalligning), dels at Funk- 
tionen £(5s)(I —21—s) er en hel Transcendent, og dels at denne Funktion for 
co > 4, hvor a betegner et vilkaarligt reelt Tal, er lig O(|2|x) = O(|2|x(4)), kan 
(— I)r+1 


VSÆJ 


vi nu ved Hjælp af Sætning IV c umiddelbart slutte, az Rækken £ om 


hvilken det jo paa Forhaand vides, at den i en vis Halvplan (nemlig for oc > 4, = 0) 
er konvergent og fremstiller Funktionen Z (s)(1—21—5),; zødvendigvis maa være sum- 


mabel 1 hele Planen. 
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Tilfælde 1. Herunder er indbefattet saadanne Talfølger (12), hvor, 
for alle 7, år, — år41 er forskellig fra 0, eller, hvad der udtrykker det 
sammes hvorfor aller BÅRSE SAG 

Som vist i $5 (hvor vi behandlede Problemet: Summabilitets- 
abscissernes Fordeling, men uden der at bekymre os om Regulariteten 
eller Singulariteten af de ved Rækkerne fremstillede analytiske Funk- 
tioner), eksisterer der en uendelig Følge af BDrrichlet'ske Rækker: 
Fols FE 2e3 er (p = 1,2,3..:..) (dér alle er summable i heletblinem 
og hvor følgelig Funktionerne Z, (s) alle er hele Transcendenter) samt 
en uendelig positiv Talfølge 6, (p = 1,2,....) saaledes beskafne, at, 
dersom de fra o forskellige Tal &, tilfredsstiller Betingelserne |£,| << 2%, 
dn 


har den Dørichlet ske Række % AR hvor 
p=00 
(== ) RER 
p=1 
til Summabilitetsåbscisser netop Størrelserne AS ESERE SEERE , Samt 
er den ved Rækken % = fremstillede Funktion f(s), for 0o> 4, + 2, 
p=% 
lig Summen af den absolut konvergente Række ) ES JBS) 
p=I 


Lad nu AX, være”.bestemt- saaledes; at, for 5 DI FNS 
vælges derefter de fra 0 forskellige Tal £, saaledes, at de ikke blot 
Cp 
KE 


tilfredsstiller Betingelserne |£,| << 2,4, men ogsaa Betingelserne |£&,| << 
p=&0 

hvor ike er konvergent, paastaar jeg, at den ved Rækken 5% 
p=1 

fremstillede analytiske Funktion f(s) er regulær ud over Summabilitets- 

grænsen, ja, er en hel Transcendent. 

C> 

Kr 

er konvergent, indses umiddelbart, at Rækken Z£,7,(s) er ligelig 

konvergent i ethvert endeligt Omraade (d. v. s. for |s|<< Konst.) og 

følgelig fremstiller en hel Transcendent F (s); da nu imidlertid f (5) er lig 

F(s)for0> XX, + 2, maa f(s) være identisk med F (s), altsaa selv være 

en hel Transcendent. mal; LET 


At dette er Tilfældet, indses saaledes: idet |£,|< 


hvor 508 


129 


tilfælde 23 "Herunder "er indbefattet” såadanne Talfølser' (12), "for 
Biker derceksisterer et "saadant Pal", at;for aller RU 


korens Falfølse hb NHEN NDR Sbaf- denne Art hablvi 1185 bevist 

H= 00 

Eksistensen "af et'endelist' Antal'Rækker 77 (ss) = » ere VE Nr BR) gå 
N—=l1 

saaledes beskafne, at Rækken % rn, hvor 

p=P 
bh == )) kp dp;n (f.0), 
p=1 
til Summabilitetsabscisse af z»'t Orden netop har Størrelsen X,, og hvor 
DER 
den ved z— fremstillede Funktion 7 (s) er lig Funktionen ) PSKTEST. 
p=1 


Medens imidlertid ved Tilfælde 1 alle Rækkerne Z, (s)= x mr 
var summable i hele Planen og følgelig fremstillede Funktioner, der 


var regulære et endeligt Stykke udover Summabilitetsgrænsen 60 = Å, 


er i dette Tilfælde en (og kun én) af disse Rækker (fr FERSSYS SES El) 


5: 
ikke summabel i hele Planen, idet den er bestemt saaledes, at den har 
samtlige sine Summabilitetsabscisser ligestore og lig A, og som Type 
paa en saadan Række har vi hidtil kun kendt (og derfor overalt be- 
uyttetibRækkerstder ikke var ;regulære et. endeligt Stykke «udover 
Summabilitetsgrænsen 0o= A. For derfor at bevise SætningVb, ogsaa naar 
den givne Talfølge (12) falder ind under Tilfældet 2, er det nødvendigt, 
og tilstrækkeligt, at bevise Eksistensen af en Børichlet'sk Række 


pE SØS ma, der har samtlige sine Summabilitetsabscisser ligestore og 
hst Amen for hvilken den fremstillede -Funktion f(s) dog er régulær 
et endeligt Stykke udover Summabilitetsgrænselinien 0 = AA"). At en 


saadan Række eksisterer, kan vises gennem Anvendelsen af følgende 


KFunstereb:= adels) KG være en Dzrichlet'sk Række med absolut 


1) Som man let kan overbevise sig om, er ingen af de i Literaturen forekommende 
specielle Dørichlet'ske Rækker af denne Art; ja, det kan bemærkes, at ingen af disse 
specielle Rækker, for saavidt man da overhovedet kan bestemme deres Summabilitets- 
forhold, tilhører det under b) omhandlede Tilfælde. 

9 
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Konvergensabscisse / = A, og om hvilken vi vil antage, dels at g (s) 
er regulær, for 6 > A —C (C> 0), og dels at g (5) for 0 SAFE 
(&.:selv "nok "saa. lille) ikke, er lig "O(log |7|). <(At'der ”eksistererken 
CA 
saadan: Rækkes 2 (8) = 2 je 
Sætning XVIT"Sider2e.) 
Der maa da blandt de fire Funktioner + g (5), — 2 (s), +25 (5) og 


har Forfatteren paavist f. Eks. gennem 


STR £a 
— 79 (5) eksistere mindst én, som vi vil betegne med X (s) = % en for 


hvilken Funktionen 7(s)= et) ikke for OA —E (£€ selv nok .saa 

lille) er hy FO AZ SY fortnogen Værd sa EA 
Funktionen 7(s) vil da være af den søgte Art; thi for det første 
kan f(s) for 0 > A fremstilles gennem en konvergent (endda en absolut 
a 


konvergent) Dirichlet'sk Række % $ 


— nemlig gennem den ved for- 


melle Regninger udfra Udtrykket 


Cn 
79s 


udledte Prørichlet'ske Række, (dette følger umiddelbart deraf, at % 
ertabsolut:konversent 10r0 > 1VÆMme dense > er absolut konvergent 


for alle 4); for det andet kan SE ikke være summabel udover Linien 


"0 =/%, da heraf vilde følge f(5s) = 0 (|2|Korst.) for 05 AE OSERER 
det''tredje er f (5) regulær for OA == thi (Jer lee 
h (s) er regulær for 0—> AA — C. 

Hermed er Beviset for Sætning Vb fuldført. 


Vi: vender os nu til Beviset for Sætning Va, hvilket Beviskviklet 
kan føre ved Benyttelse af den ovenfor beviste Sætning V b. 
Tee (OF Re3 E være en, i Følge Sætning Vb sikkert eksisterende, 


Dirichletsk Række med Summabilitetsabscisse af r'e Orden lig det 
givne Tal å,, og for hvilken Z(s) er overalt regulær for 0 > A — C 


(C>0). 
Ladsendyidere (5) VE OFTES) FE = være to Dirichlet'ske 


Rækker, "der begge er" konvergentetforfo SMOS Taf hvilke sees 
sidder en Singularitet 'paa,: selve Linien AS medens 4 (s)jtve lser 


B31 


regulær overalt paa selve denne Linie, men besidder Singulariteter 
uendelig tæt tilvenstre derfor. 


sne ODER DES RE ENS Fa Soil: 


Wi 


fredsstiller da, som man umiddelbart indser, de i Sætning Va omhand- 
lede Betingelser, og denne Sætning er følgelig bevist"). 


Vi skal slutte dette Afsnit og dermed den foreliggende Afhand- 
ling med kort at vise, hvorledes Indførelsen af den Cesåro'ske Summa- 
bilitet ogsaa medfører meget væsentlige Fordele for de Prørichlet'ske 
Rækkers Multiplikationstheori. 


Fade SK=Z = OOA SNE BES være to Drrichlet ske Rækker 
beses konvergente"for”o — 0: Produktrækken: 2 (S)=F(5)-"g(S)= 2 a 


7) Som et, som det forekommer Forfatteren, særlig interessant Tilfælde paa en speciel 
Dirichlet sk Række af den i Sætningerne IV a og Va omhandlede Art, kan nævnes 


Rækken = br hvor w, betegner den saakaldte //6bius'ske Faktor (d. v. s. hvor & 
wS 


n 


er 0, dersom z er delelig med et Primtalskvadrat ; medens for alle kvadratfri 7, 
tin = 4 I eller — 1, eftersom Antallet af Primfaktorer i 7 er lige eller ulige). Denne 


Række er, som man umiddelbart indser, konvergent i hvert Tilfælde for 0%> I, og 
fremstiller her som bekendt Funktionen 1:%(s8). Idet Funktionen £(s) er en i hele 
Planen meromorf Funktion, der for co > I er forskellig fra 0, og som vides at be- 
sidde komplekse Nulpunkter, hvis reelle Komponenter er beliggende mellem —+ 1 
(excl.) og "I (incl) er "TT: C(s) ligeledes en i hele Planen meromorf Funktion, regu- 
ker forkse—r se mene i Besiddelse af Poler, hvis reelle Komponenter er beliggende 
mellem + 1 (excl.) og 4 (incl.); lad 6 (I < 0 < 1) betegne den højere Grænse for 
de reelle Komponenter af £-Funktionens Nulpunkter, eller, hvad der er ensbetydende. 
hermed, af (1 : &)-Funktionens Poler, Idet nu som bekendt, for 0> 0 + £ (& vil 
kaarlig lille), 1:%(5) = Q(|2|k), hvor 2 = k(e) er en positiv Konstant, kan vi umid- 


delbart ved Hjælp af Sætning IVa slutte, az Rækken HAR netop ér saa langt sum- 
n 


. Bl ; ey 
mabel som Funktionen 1:L(s) er regulær, d. v. s. at Rækken 2% til Summabilitets- 
VZÆ 


grænseabscisse A netop har Størrelsen 08. — Er saaledes den Riemann'ske Formodning : 
0o—d rigtig, er ogsaa A = 1 og omvendt. Gennem en Sætning af Landau (Beitråge 
zur analytischen Zahlentheorie 1. c. Side 259) er bekendt, at, dersom & < I, ér ogsaa 


: Mt . å 
i, < I, hvor X, betegner Konvergensabscissen for 2"; derimod ved man intetsom- 
ns 


helst om, hvorvidt (i Tilfælde af 6 < 1) 1, —Q 8 eller 4, = 8; og det er derfor først 
gennem Summabilitetens Indførelse, at de to vel iøvrigt lige vanskelige Problemer, 


nemlig Bestemmelsen af den øvre Grænse for de reelle Komponenter af %- Funk- 

tionens Nulpunkter og Studiet af Rækken SER er bragt i fuldkommen éntydig For- 
n 

bindelse med hinanden, 


9” 
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behøver da, som omtalt i første Afsnit, zkke at være konvergent for 


60%>0,, (det blev paavist, hvorledes man i Almindelighed kun kunde 


Slutter ng var konvergent for. 0 > 06, +- 4); derimod ér, som uaf- 
/Æ 


n 


hængigt meddelt af //. Rrzesz") og af Forfatteren 2), % z altid sum- 
mabeln]j kr Ordend] ortORE= Øs: 

Vi skal ikke ved denne Lejlighed komme nærmere ind paa Under- 
søgelser om, hvilke Slutninger man kan drage om Produktrækken za 


i Ba 
for ros ok naandet vides kar SE summabel af pt Orden for SF 03 


og mares e er summabel af gt€ Orden for 0 > 0,; men skal nøjes med 


her at bevise følgende almindelige Sætning, der viser, 4vorledes for en 
Dirichletsk Række Summabiliteten for 6'> 6, (i Modsætning til Konver- 
gensen for 07> 0,) ér znvariant overfor Multiplikationsoperationen. 


Sætning VI: Ær f(s) = z=— OS PÅ SVEDE SE begge summable for 
0—>0,, (d.v.s. er; for begge Rækker, A 0), da er" Produkikækeess 
JA SYREDE BE ligeledes summabel for 07> 09. 
dn 
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HjælpfassæennssvVÆSs 055 FISSE 


HE 
Bevis: Da 2 og årer er summable for 03>0,, følger ved 


ur ef INDSØ ster berselfeonlærer Oro 
2, fore "0 esserne (S) ==" OR ERE 6 5 Fe RE SORA SAR 


Idet imidlertid .Æ'(5) = (5) 9 (5), følger heraf," saavel at ræfoleen 
regulær for 07> 6,, som ogsaa, at der for 0'> 6, + £ gælder Ligningen 


h (s) — O (J ZUR KERER — 0 (HA ste y 
hvad der, i Følge Sætning III (Side 124), umiddelbart medfører, 


at den &X(s) fremstillende Przrichlet ske Række za er summabel 


for: 7 65 que 


”) Sur la sommation des séries de Dirichlet (Comptes rendus de I Académie des Sciences, 
Paris Bdstr 401000 REE] ul) 
”) Uber die Summabilitåt Dirich/et”scher Reihen (Gåttinger Nachrichten 1. c. Side 255). 


BEER ES 


1. Den Opfattelse, man undertiden møder, i Følge hvilken der bestaar 
en meget væsentlig og principiel Forskel mellem konvergente Rækker og 
saadanne Rækker, der falder ind under en udvidet Konvergensdefinition, 
forekommer Forfatteren uholdbar. —. Spørgsmaalet om, hvor man ved de 
enkelte Undersøgelser skal drage Grænsen mellem de. Rækker, man vil 
opfatte som »brugbare til Fremstilling af bestemte Tal«, og »de ikke 
brugbare«, er udelukkende et Spørgsmaal om Hensigtsmæssighed. 


"2, Ligesom for en Prrichlet'sk Række er ogsaa for en Fakultetrække 
Konvergenslinien 0 = Å, en Linie, der ikke synes at staa i simpel Sammen- 
hæng med analytiske Egenskaber ved den ved Rækken fremstillede Funktion. 
Paa Grund af den nøje Analogi mellem de Forhold, som en Fakultetrække og 
en Prrichlet'sk Række frembyder, maa det derimod anses for sandsynligt, 
at Summabilitetsgrænselinien 0 —= Å for en Fakultetrække (ligesom for en 
Dmwiukhletse Rækker er' en Linie, der paa simpel "Maade kan bestemmes 
ud fra det blotte Kendskab til analytiske Egenskaber ved den ved Rækken 
fremstillede Funktion. 


3.… Man kan paa flere Punkter i de uendelige Rækkers. Theori opnaa 
væsentlige Fordele gennem Indførelse af et Begreb: »Række med vilkaar- 
lige Indices«, et Begreb, der danner Bindeleddet mellem de sædvanlige 
uendelige Rækker og de uendelige Integraler. 

Bade MEE Sy NES væresen stadig og mkdetkuendelises voksende 
Talfølge, og lad w, være en Funktion af %; Rækken 


bx, (fg — 0) rt EA Fr (An FN | SE KNR 7 


— hvor (%, — %n-4) er at opfatte som en Summationsfaktor svarende til dx 
i Integralet fx(x)dx — skal da siges at høre til Indicessystemet 


X0 > d4) (RE 2 RC] Xn); …« + 
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Man bliver gennem Indførelsen af dette Begreb i Stand til ved de 
uendelige Rækker at kunne udføre 'Transformationer ganske svarende til 
de sædvanlige Transformationer ved bestemte Integraler. Blandt de Om- 
raader, hvor man med særlig Fordel kan anvende de Synspunkter, der 
knytter sig til Begrebet: Række med vilkaarlige Indices, skal her blot, for- 
uden Læren om Rækkers Multiplikation, nævnes Læren om de saakaldte 
almindelige Konvergenskriterier; ligesom ved de bestemte Integraler bliver 
der nemlig, naar man opererer med det udvidede Rækkebegreb, hvor 
Transformationen staar til Raadighed, ingen Forskel mellem specielle og 
almindelige Kriterier, eller. rettere: man kan ud fra et specielt Kriteritum 
umiddelbart gennem en Transformation udlede et tilsvarende almindeligt 
Kriterium; saaledes faas f. Eks. svarende til det specielle Cawchy'ske 


Kriterium : 


SØS 


Un—i1 


umiddelbart det almindelige Kriterium : 


hvilket sidste er ensgyldigt med et af Pringsheim ad anden Vej fundet. 


4 I den Picard-Landau'ske Sætning om hele transcendente Funktioner 
er specielt indeholdt den algebraiske Sætning, at der svarende til alle 
Polynomier /(x), hvis: Koefficienter til. x? og x! er” henholdsvis"a, OgFøR 
findes en Konstant K = K(a,, da) saaledes, at mindst en af Ligningerne 
JN == og Flat Er hartensR od: mdenfor Cirklen HERE 

Det vilde være af stor Interesse, om man kunde finde et elementært 
Bevis for denne Sætning, eller blot — hvad der maaske vilde være 
lettere ;— "for "den -speciellere Sætning, "at der-svarende til alle”Polnormren 
af samme Grad mindes tenssaådan” Konstant AA (0 eee] 


5. Læren om Grænseovergang i Almindelighed kan nøje knyttes til 
Læren om Fundamentalrækker (konvergente Talfølger) gennem følgende 
Sætning: Lad" ÆTmed" Elementer x "være en vilkaarlig 5 Fundamental 
mængde« (d.v.s: en ordnet Mængde, der, taget'i'sin"Orden, %gaar mod 
en bestemt Grænseværdi«), og lad Y være en Mængde, hvis Elementer y 
er éntydige Funktioner af Elementerne x. Den nødvendige og tilstrække- 
lige Betingelse for, at Mængden Y (ordnet saaledes, at y(x,) følger efter 
y(%), dersom %x, følger efter x,) er én. Fundamentalmængde, er da den) 
at alle: saadanne Talfølger y, 5 vr EST Mænedenn FAT Er svarer 
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stadig fremadskridende og ethvert opgivet Element x passerende Talfølger 
0. kn .... i X, er Fundamentalrækker;/« 

Me Sætning tillader umiddelbart at overføre de Sætninger gældende 
for Fundamentalrækker, der sædvanligvis bevises i Indledningen til Lære- 
bøger i Analysen, til tilsvarende Sætninger gældende for Fundamental 
mængder (d. v. s. for Grænseovergang i Almindelighed), hvilke sidste Sæt- 
ninger ofte benyttes i saadanne Lærebøger, uden at der gives tilstrækkelig 
Begrundelse for deres Rigtighed. 


OR bad As 2 ax være en Potensrække "med Konvergensradius” I. 
Abel har da bevist, at der, dersom Z an er konvergent med Summen Å, 


gælder Ligningen lim 7(x) = Å; derimod gælder den omvendte Sætning i 
x= I—0 


Almindelighed ikke; 7awber har imidlertid vist, at man, naar til Forud- 


sætningen lim 7/(x) = 4 knyttes Forudsætningen lim »2, = 0, kan slutte 
x—= I—O0 ”—= 00 


Konvergensen af % an. 

Man kan vise, at den 7auber'ske Sætning ikke kan væsentlig for- 
bedres, derigennem, at man kan bevise, at der ikke eksisterer nogen selv 
nok saa svagt i det uendelige voksende Talfølge gx saaledes beskaffen, at 
man i den 7awber'ske Sætning tør erstatte Betingelsen lim wa, = 0 med 
Betingelsen lim — - 2, = 0. (Heri er specielt (for » = 2) indeholdt det 

Sn 
af Pringsheim meddelte Resultat, at man ikke tør erstatte lim za, = 0 
medl 2 =FoR) 

I interessant Modsætning til ovenstaaende staar en af Fazou bevist 


Sætning, der udsiger, at man, naar Forudsætningen »lim 7(x) eksisterende« " 
XxX=—= I —O0 


erstattes med den snævrere Forudsætning »/(x) regulær i Punktet 1«, for at 
-» kunne slutte Konvergensen af % 2, blot behøver Forudsætningen lim ag, = 0. 


”».…. Der gælder, som først vist af C. Fordan, den fundamentale Sæt- 
ning, at enhver kontinuert lukket Kurve uden Dobbeltpunkter deler 
Planen i to adskilte Dele. Det maa derimod stadigt anses for et aabent 
Spørgsmaal, hvorvidt der findes en til den Fordan'ske Sætning svarende 
almindelig Sætning ogsaa gældende for det sædvanlige tredimensionale 
Rum, i Almindelighed for et »-dimensionalt Rum. 


8, Ganske svarende til den sædvanlige Differentiallære kan opbygges, 
hvad man kunde kalde en Kvotentiallære, der omhandler de to inverse 
Operationer, som defineres gennem Ligningerne 


u(x) = lim V GR ar 
ÅxX=0O0O ut (X) 
O8 
b x=b 
| | ra == | ( AED mø 
a SEG xA=d 


Omend en saadan Kvotentiallære er nøje knyttet til Differentiallæren (saa- 
ledes gennem Ligningen ”» (x) = eos u(x)"), vil dog Indførelsen i Analysen 
af særlige Betegnelser for saadanne Operationer i flere Henseender være 
fordelagtig. Saaledes føres man derigennem umiddelbart (idet den relative 


vr le 22 
Tilvækstmaaler ”%(x) ganske svarer til —f", paa samme Maade som den 


Un 
absolute Tilvækstmaaler %x'(x) svarer til 4447 — %n) til at opstille, hvad man 
kunde kalde Integralkonvergenskriterier af 2” Art for uendelige Integraler 


(se) 


É (A) dt ((T)E> 0). 

0 
Saaledes faas f. Eks., svarende til det Berzrand'ske Konvergenskriterium 
for uendelige Rækker, Integralkonvergenskriteriet: 


CA ED rn gh en i ASER ao 
SE N alone log KE Los er 


(EDI) 


